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Mục đích của cuốn sách này là cung cấp một số bài 
tập có hệ thống về một số vấn đẻ chủ yếu của đại số tuyến 
tính và đại số đai cương với mức đỏ nâng ảo hờn. một 
chút so với chương trình đại số giảng dạy ở các. trường 
học Sư phạm và “Tổng hợp: Vì những bài: Lập e6 tỉnh 
chất áp dụdg trực tiếp cúc còng thức tính toán hoặc các 
tính chất đơn gián đã =ó nhiều trong nhưng cuốn bài tập 
đại số đã xui bản nêu 4rong cuốn sách này nhữ" g Bài 
"tr vậy _khỏng nhiều, mỗi loại chủng tỏi chỉ nêu ?ì NỤ vài 
bài, mà tập trung chủ ý vào những bài Lồng hợp có nhiều 
cầu nèu lèn những tính chất liền quan với nhau hoặc ' sử 
đụng những công cự giống nhan. . : 


, Trong chương ] vẻ Lập "hợp, ngoài - :những bài nhằm 
chủ yếu giới thiệu quan hệ (và ánh xa) chúng tôi. có. nêu 
một số bài Lập về bản số và tự số của các: “tập mà: ng 


..— " 


các sách bài tập hiện nay còn thiếu. 'Ÿ., “..z.ˆ5 
Phần đại số tuyến tỉnh gỡm bốn chương, han gồm các 
khải niệm cơ bản của khóug gian: vectơ. và một số khái 
niệm ban đầu. của ]ý thuyết, môđui tr ên các: vành kết hợp 
“hứa đun vị. : ._c 
¿# Phần đại số đại cương gồm bốn s Ni GHg, trình: bày” cúc 
;ấu 'TÝúc đại số cơ bẫn : nửa nhóm, nhỏm,-vành và tường, 
à Trột chương về đại SỐ đa thức, Do ` những ` dừng đụng 
Kế rãi của lý thuyết - của nhóm: ong những: 'năm "gần. 
tày nên chủng tôi thấy cầa :nẻu những bài lập, ÿỀ. nửa. 


niÖm: “thành ỐC, „ chương ¿ „tiếng - ng chính đè. bồ. .sungg. 


cho: 2 nhữ ñg c\ cuốn. bãi, tấp 'đã bó: Se dyÐ: S3) cv c 
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 Nöi chung Š tác? -DÀ tập. đều: :có lời, giải, - thẩm "giúp Ê 
bạn. tự học có” thê kiềm tra - v. so  Sánh - với- nhữn; 8 suày: 
luận ` xà: 'cách “giải của mình: 3š TY Á tà đa Sen in set cư tmỸ 

`W “Guốn: 'sáclÝ Suất bản lần đầu” 'hiên, chắc chẳn khỏn¿g 
Lránh khỏi các: thiếu sót Lrong việc. lựa chọn bài tập cũn¿g 
như trọng cách giải, “chúng tôi xỉn:- chân: thành cán: on 


àhftng bạn đọc chỉ giùm các thiếu, sót, ' ..c 
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ườ .20 tháng. 11 năm 1977 


“914 các tác ¿ giả. 


PHẦN ĐỀ TOÁN: 


'CHƯƠNG I 
TẬP HỢP 


Để chỉ phiìn tử + thuộc Á ta dùng-ký hiệu # € .4, còn 
a œ 4 chỉ «+ không thuộc tập -4». Tập rồng được ký 
hiệu bởi ø. còn tập chỉ gồm một phần tử «& sẽ được ký 
hiệu bởi {aj, và nồi chung một tập gồm các xâm, tử đị, 
đ;....‹. đ„ được ký hiệu bởi {ay, đa đa}- ` 

Giả sử P là một tính :chất nào đó và giả sử Pœ có 
-nghĩa là "phần tử œ có tính chất P. Thế thì |z. | kòc J5 là 
tậr Lất cã các phần Lử œ& có tính chất P. 


Älột tớứp coi J3} của một tập A được ký hiệu bởi B. C Đào 
(không loại trừ khi năng Ø=—=41).- : 


“Cho hai tập :L và` Ø tùy Ý. đợp của hai tập A. và Ö, Bề 
hiệu bởi ‹l v¿ Ö, là Lập ưồm _Lất cổ cúc phần Lử thuộc. ít 
nhất một trong hai dập vị và Giao. của hai tập , 4 và B, 
ký hiệu bởi A.¬ Ø, là tập” gồm. tất cả các phần tử. vừa 
thuộc Á vửa thuộc Đ. ng của Ki, tập. 4 và 3, vở. hiệu 
A8, lã lấn? Si 


Ảx#=E | .eề 4x4 &'@œ BỊ 


::Nết- BC thì hiệu si được gọi là tập bứ của Lập 
trồng tập 4 và được ký-hiệu bởi C?, hoặc nếu tập, 4 đãi 
biết, trước "thi ta ký hiệu: F Đ/: bởi 8° và gọi là bù của }. 
£:Tịch Đềcác. của các. Lập .1 và Ø, ký hiệu bởi +1 x8. làn 
tập. tất cả cúc cặp ( b)*a€ ,b€ 8B. Nếu: B— A1thii 
ta kỷ. hiệu 4 x4á= ~\. Ta định nghĩa „4°, a— 2? % «ei lấn 
Lập tất cã các bộ (ai, DƯ N € 4,¿= ]... 

- Mỗi .tập con z. của tích "Đềcúc A4 È< Ø được gọi thà móỏtt 
quan hệ (hai ngòi) trên cặp tập: 34, B. Nếu 4 = Ø thịt 
«œC= 4% 4 được gọi là mỏt quan hệ trên tập +4. Các phép toán: 
giáo, họp, bù của các quan hệ trên cặp Lắp Á./Z ta sẽ hiểut 

là các phép Löun trên e te Lắp côn của Lích ÐĐecác (3% D,, 

-Quan ˆ hệ ngược. z7! vủá quan.. hệ: z € 3< Ø được: 
định nghĩa như sau : = € 84 và (ba) € z~' khii 
và chỉ khi (œ6, b) € z. _-- sử, 

Giả sử đã cho quan hệ x € ‹† » B8 *à quan hệ 2 c #à: 
*<€. Tích z2? được định nghĩa là quan hệ xác định trên! 
cặp tập 41, € như sau : với a € 4, e € CŒ,(@, c) €xzð khii 
và chỉ khi tồn tại b € Ö sao cho (œ, bỳ Gx và (b, c) <8.. 

Một quan lệ œ Lrên cặp tập ‹\, Ø được gọi là một án: 
+za từ 4l tới 8 nếu với muỗi đ€ 4 Lồn tại một và chỉ mỏi 
phần tử ö&€ ÖØ sao cho (œ, b) € 4. .Plhiìn tứ b được gọi lắt 
ảnh của phần tử ứ qua ảnh xạ z, và được. ký hiệu là bö—: 
qx lioöặc b= z(4). Nếu b = a(¿) thị _phần tứ œ được gọi Ì 
là một ¿ø đnñ của phần tử ð: Tập tất ca cúc tạo ảnh của! 
phần tử ở trong Lắp Á qua ánh xạ 4 được soi là tạo ảnh; 
toán phân của phần, tự ở trong ‹1. 

“Đối Khi người ta cũng viết ánh xạ từ äŸới #quườii 
đạng. xuột "bằng ø gồm hai đỏng, đòng trên, viết các phần từ 
của tập A theo một thứ tự tùy Ý nào đó, và dưới chủng: 
viết: các "phần tử: của Lập 8 là ảnh của chúng. 

“Ảnh. xạ z từ. | tới 8 được "ký hiệu là +: -4i—+. Ảnh; 
xạ œ: A —= Ø được gọi là một. đơn ảnh nẾU Với d,, ty € 
A, đi ©(¿ kéo Lheo 2(@) + a(t¿) và được gọi là một 0đ: 
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đa h nếu mỗi phần tử Ð € Ð có íL nhất một tạo ảnh trong 
4, Ánh xạ z: -1—> # được gọi là imột song ánÄ tiếu 4 vừa 
là đơn nh vừa là toán tình, Một song ánh tử một Lập ⁄l- 
tới chính nó cũng được gọi là mội phép thế của tập A.. 


Chịo. hai ánh xạœ: zl—>/? và B: #.òÈ. 'Ta định nghĩa 
"tích của ản]ï xạ œ với ánh xạ @ là ánh xạ từ 4 tới C thu. 
được bằng cách thực hiện liên tiếp ánh xạ œ« rồi ánh xạ 
8. Đề cho liện, nếu' các nh xạ œ và 6 được viết đưởi 
đạng các bảng (rong trưởng hợp đặc biết là các phép thế) 
thì ta RÝ hiệu tích của ảnh xạ 4x với ảnh xạ là «Ệ, còn 
trong các trường hợp khác ta sể ký hiệu tích đó: là Be, 
lúc đó với 1nọi œ&€ -Ì tạ có 


: _—-_ (Ba) (ø)= f(a(2)). 

Một quan hệ œ trên mối Lập -L được „gọi là một quan 
hệ trơn, đương nỀu sự C +” Ủ C 1x và a° € z, trong đó 8A 
là quan hệ đồng nhất trên 4, Àlc, quan hệ tương đương: 
z trên n\ÖL lắp +1 sẽ chia Đá Lập -1. thành. các lớp tương 
đương theo quan hệ a. Tập tt cả các lớp tương đương 
khác nhau của tập 4 theo quan hệ tương đương œ được 
ký hiệu là .1/œ và gọi là 4ø thương của tập á theo quan, 
hệ tương đương ⁄. Ánh xạ 2: + => 4Jz từ lập 2l tới Lập 
thương -1/+, đặt tương tag mỗi phần Lử œ€ 4i với lớp 
tương đương chứa nó được gội là ánh xa chính tắc từ 44 
tới 14/4a. 


+ 


Nếu @: z( — 13 là một ánh xit lừ một, tập .l tởi một tập 
ở thì nó xúc định một gian hệ tương đương ơ trên 4{ như 
sau: với Ihọi +, U€ 4. (x., 9) € ơ khi và chỉ khi @(x) = 
@(). Tương đương ø định. nghĩa như vậy được đoi là 
trơng đươruJ hụt nhân của ảnh xạ ° và JN được ký hiệu 
là a =.Nera.. : - gi + Ã S2 VI 

Một quan hệ ‡ ø- trên một tập F được .goi là một: dan 
hệ thử tự trên tập zÍ nếu ex Cp.p/Yp ÌC e,'và p® Cp. 
Quan bệ thứ lự thường được ký hiệu bởi <. Nếu q < b 
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với axb € 4l thì ta nỏi . oe ¿ơn hoặc bằng b, hay a đượ,~ 
chức. (rong b. TT hứ. tự trên tmỘt Lắp -1 được gọi. li móet . 
thứ tự toản phần nếu với mọi œ b € Á la có đ <tb hoặac 


b=<: +... lúc đó. Ả: J5 gọi là một tập sắp thử !ự +oàrn 
phần. : 


„% Giả - "sử: trên một tập.1 đã. sốc thói thứ lự<: ;rvà 18 
là “mộ tập con của 41.. Phần tt a <4 được gọi là mô) 
cận trên (càn dưới) của Lập con l3 tróng :1 nếu b.< #(a <s 
<Ð) với mọi b € 3. Phin tử « € v4 được gọi là nhần thử 
lớn nhất: (phần từ bé mùất) của tấp 4 mếu, .L là cận trêtn 
(cận dưở i) của chính tập .1. Ì! ?p tử œ€ 4 đượ: gọi ldà 
phần tử tối đại (phần tử tối u)ỳ của .Í nếu vớ? mosi 
#€ -l từ œ < z suy ra œ==% (tử z < đ suy' rà & = 4)): 


: Bồ đề Zooc. Giá sử trên một tập -1 đã vác định méóội. 
quan "hệ thử tự sao cho' mỗi tập con sắp thứ tự toan phần 
B của 4! (đối uới thử tự trẻn A) đều `có cận trên, Thế thìi 
mỗi phân tử thuốc .lL được chứa trong một bhần tử lốối 
đại của ‹Ì. 


-.« 


Một tập dược gọi là một tập sắp thử tự tốt nếu Lrẻpn 
4ì đã cho một quan hệ !lñf tự sao cho tỏi tàp con khiủắc 
rỏng của Lập À đều có mỘL (...... ..c bẻ nhất, lồ đề Zoooc 
tương đương với Liên đề : 'Mfoi tập khúc rồng đề u CỔ thàê 
sắp thứ tự. tốt. 


+ 
_ 


Mỗi Lập .Í ta đặt tương ứng với Immỏt. đối Lượng |IAIgo»i 
là lực iượng của tập -1, sao cho |.ÀX[==[| ØỊ khi và chhị 
khi tồn tại một song ảnh Lừ: 4 tới Ø. Lực. lượng củảa 
lập Ä cón 'được gọi là bản số của tập A và ký hiệu Flà 
card 41. Đặc biệt ta định Bữa lực lượng của tập ó Hià 
số Ú, còn lực lượng của tập lứu› t2..... Œn| là số n. Lựực 
lượng của tập N.tất cả cúc số tự nhiên được kỶ “hiệu lià 
c⁄Ƒ. (đọc là alép không) và được ,gol là lực lượng đến 
được, còn lực lượng của tập R tất cả cúc số thực được 
gọi là lực tượng SE 6% và ký hiệu là .cÿ (alép). 


g-: cm. k, 


Một tập sắp thứ tự toàn phần -l được gọi là đẳng cấu 
với tập sắp thứ tự toàn ptitn l nếu tồn`tại một song: ảnh 
ø tử tập .Ì tới. tập / bảa toàn các Lhứ tự trên .Í và Ö, 
aghĩa là 'qa <b trong -l kéo theo g(2) <w@Œ} trong: B. 
Song ảnh (ọ có tỉnh chất đó được vt là một _ Tết, tạ đẳng 
cấu Lkˆ4 lới E: vai V2 hd đ : Tế 

° lồi tập sắn thứ tự toàn phần Ì ta đặt lương ứng với 
một đối tượng o(4) gói là kiều thứ tựr của tập .\, sao cho 
o(21) =o€8) khi và chỉ Khi hai tập sắp thứ tự toàn phần 
d4vàÐ? đẳng cấu. Kiểu thứ tụ của một tập sắp thứ tự tốt 
‹( đứợc gọi. TẢ tự số của tập z\ hay sỐ siêu hạn. "- 
_ Alỗi-lập .l = [ft %..... aÌ cỎ thề có #0! cách sắp thứ, 
tự toàn phần, nhưng các Lập sắp thứ Lự "thủ được đều. 
đẳng cấu nên có cùng một kiều thử tự mà ta cũng kỷ hiệu 
là n, còn tập rồng La quy ước có kiểu thứ tự tà 9. 


` 


§1. CÁC PHÉP TOÁN THEÊN CÁC TẬP ˆ 


1. Gia sử .{, /Ø, € là các (ập tùy Ý. Chứng mính: rằng: 
a) 1A B=⁄AA, 
‹b)} 1ừ 8= V41, Ề 
c)iA( ^ €C)=(A nA By AC, 
d) A 2 (2 Cỳ=—= (CÀ ở Đ) \ €, 
e) 41 ,A (8 V,C) =1 A7) v CA €), 
f) đt SN 8), G)». 
g) W/tBSNV'Ay= AI 0B. 
h) (12 Ø)NGL^A P) x= tVIN)v (54). 
2. Giả sử -1; Ö, € là các lập con của “một lập Hƒ. ¬ 
Chứng minh ` rằng : 


a) M G1 B) = QM N4) A (MS, B), 


b) 3N (1A 0)= K VJVỆT Xệh 
e) BC ¿1 khi và chỉ khi 4Ô c ở," 


đ) Đ> c 4 Khi và h chữ khí.4 6ä, ` x 

@) (s\ \⁄ D)N CÝA Đ}. = (ÁÀA#') @A 4"), 

TCGIN Y =;# LB /VAS-- - - 

g) [(C`* 41)A(CŠN B)] = A2 BVC, 

[4t CÁ vx BH)/Ý VN t/ẤA/LTBM @É 

= [1A €) SN. A €)] 2 [(A€) A CA: Ở ` k C})] 

8. Cho E và £ là hai Lập tùy Ý. KEAN mĩnh rằng : 

a) ECtkli và chỉ khi Eœrể 

b) == khi và chỉ Khi EAPF=E: 

c) E*`E=E khi và chỉ khí /AF=ợø, + ` ` 

đọ ENŒN Ƒ)= £ khi và:chỉ khi  C E. 

4. Giả sử E và £ là hai lập tùy ý, 4d là một Lập com 
xủa tập £, là một tp con của tập £, 2E) là tập LẤN 
cả ác tập con của tập f2, Chứng mình rằng : 

a) EC # khi và chỉ khi 2E) C 2(). 

b) (E>⁄ZF)š* C43 2) =[(‡S 4)XF] [ExŒS)I 

5. Trên lắp 2(X) LẤU cá các tập con của một tập X tia 
định nghĩa aaốt phéi toán @ như san: với AÁ CẢ, UccÀ, 

de 8= (1N B) v (BS 4). =S : : 

Chứng mình rằng z 


a) Phép loắn @ có, tính kết hợp: và giao boệo: nghĩa là 

với (— X. ĐC X, cc*, lA cóc. ˆ ˆ ~ : x 
(1€) @C=.l@(?D@Cy, A®2=B@A. - 

b) kÌ ồn tại một Lập con Ê của tập ÄX có tỉnh chất 2 | 

_ Ee d=4 với mọi .ỹƑẺÐc=x. 

| ») bu mỗi hủy = X đồn tại ĐC: Đ\ sao cho : 
`: r3 _wón=E. : 

,&: Giả sử 4 là một tập có. n phần tử. Tính: 


a) Số cúc tập con của AÄ có # phần tử, < r< nị 
- b) P cúc phần tử của tập “⁄2(.1\). 


1q - 


- Cho. ít và n là hai 'số nguyên dương: tùy ý,” là 
tp tấu cũ cản số: nguyên. là bôi của my, B là tập tấU cả các. 
số nguy èn là bội „của mm. 
sim AAB, TỶ ` s 2S. 

8. - Chọ, đập B= [tu dị; „Á4aL. mâ- các. - phần. thiA 
nhẤ da „Âu ÍX những Ìập: Chứng rhỉnh rằng Só it nhất ihột 
“Lập 4¿ 1 <t # tì, không, chứa mỏt Lập: nào trong Cắc Nàng 
đi: còn lại. 

9. Cho tập † TH,9 VN lệ = và họ › tập NI í € " Với 


mỗi tập con H C Ï giả sử P„ = U ;srắùu = nñ X. 
<H ¡€H 


Giả sử Œy lã tập tất cả các tập: con: của 1 có*k phần tử, 
1 < k < ít. Chứng: minh rằng: 


+BÍ 


¬- U_ _th ¬ s1: n nếu K < P 
~-~ H€ : __` 
và ` s : | : 
|J (Q€ ,f1 ạ nều & > “ sạ ° 


Hc©Ø... _ñecđớ. LÔÙỒ ,uyủ 8 _ 
| §»., QUAN HỆ 
- 10, Giả sử a, 8, Y là các quan hệ (rên một Lập A4, chứng 
¡am ỉnh rắng : 
a) stRv)- = (zB}Y. 
b) (aA)—””>©=8~! 4"', 
“MICY m5 - .. .. | 
_8) (z8): =ư*!§~t, (1A )ˆ! = x7 LA§rt 
©) z(B Ở Y) =zñ U ay, @ ựV Tìxe= 'Öz -T- š 


Tim ví đụ chứng tô rửng các bệ thức Lương Lự câu co 


é]:ho chi by hợp ^A.là TÊN đúng. 
" 


11. Cùo X là tặp các số nguyên dương, œ là quan 
hệ < và 8 là quan hệ > thông v- trên tàp ý. 

a) Hãy xác định cúc quan hệ aŸ, “` - xuờà và 0 trên 

tập N. 


b) Chứng - Lỗ &. zœ~Ì ha Eạ long đồn #n là quan Ì ¡ Thệ 
Băng nHất trên tập ụ. 


12. Giả sử z, 6, Y là các quấn hệ trên một tập 4A.” 
Chứng mình rằng : 


° Nếu «(C5 thi a”!C28~! và 
œy CỘY, Tz© TẾ. ¬ 
'ñ)! Nếu œ .”1, 8C 6*Ì và a8 c Bơ. thí 2 = ộơ. 
c) Nếu e2 CC + và xơ”! C z thì xT! Ca và a? C œ: 
13. Cho tải đi — [J. 3, 3, 4, 5, 6B} và các quan hệ «c, 8 
trên lập 4 như Sau : . ¬- 
z= |(I. 3), (2, 1+). Œ, 1), (1, 3), (5. 6), (6, 3)J, 
"%»=|Q1l.3), (3, kà (3, 4). (4, 3), @, 0),.6, 6). 
_a) Tim 82~1, 
b) Chứng mính rằng. cœ” ¬ .œ =d, ÈB”Ì 8 — ÿ. 
14. Giả sử œ là một quan "hệ trên cặp tập 4, Ö. - 
Với mỗi phần Lử œ € 41 La ký hiệu 
..” lcc “ø = [£ € B1 Ện +) €z| 
và tới mỗi lập: con :Í¡ CÝ 4: ta kỶ. hiểu - 
Áiz=|# € 8| (63) € sa € Ái|- 
Các tập -đạng az,a€C 4 được gọi là các Zớp ghép củia Ð- 


theo quan hệ z2”, còn các tập dạng bx~1, b.€ P được 
gọi là các. 'iớp ghép của ÄA theo quan hệ z.. 


Giá sử . |0, 1,2, 3|: 5= {mì b, «| và - 
+ = [(U, 4), (0,ð), (1, a): (3, b)]|. 


.. 


Tim, các lới ghép. của á- và nheo ‹ các quan hệ z và ct 
Ti ứng. ˆ 0 SeC: S1 IêN xi K He -ekESt ch) 
:. 1852 Một: 'qÑaấ: :Bệ 4 &- trên căn tâp-:; À, “B được, gọi, lạ một 
chim kếp từ 4ˆ tới nếu xz~!z  z.. Chứng: mĩah. rằng : vế, 
tủa) :QNấn “hy C=: Ái '< 0.1 lv cột, hàm, kếp „ dW s4, xẮng 
khni và chỉ khi: 2z ly =4“ TRE, _— 
2b). §ế cáo” 1#” guép khác nhau của ‹l theo quan "hệ H 
höặc- -các Tớp- ghép khác- nhau của Ø# theo quan. hệ ø 
khuông giao, nhau, Lừng Su một thì quấn tệ z là một, Nhat 
kép từ, -1 tới Ð.~ .& _ 
“ c). N€u “qiẦn I hệ+z c4 * B là “Ñiễm “kép tử -1 tới # tị 
'các “lớp` giiếp khúc nhau của ‹ Ttifeo. z và các ' lởi ghép; 
khhúc' nhau của Ð theo. „i không ø giao ' nhau từng đôi một. 
_16, Chứng mỉnh rằng ` quan hệ z trên một dập. .1 là một 
quian hệ tương đương khi và chỉ khi thỏa mẫn- một Lrong 


cúce điều kiện sau : 


1 << 
c18).BạẠ Œ Z2 E=ớ, 4” == %, 


_b)s;¿C⁄z,zz” "Ca. . € " 

17. Cho tập A là tííh Đềcúc của Lập số nguyên Z2 và 
tàyp ,Các số nguy ên đương,. 4 — Z X X: Gọi + là quan 
hệệ trên 4 xú€ định bởi : (ứu: b), bc. đd)] € - khí và chị 
khii .qđd — Öc. : 

a) Cuứng minh rằng 4 là một. quan hệ tương Gương: 

_b} Tìm tập thương 4/a.. 


_18. Cho œ và 2 lắ hai quan liệ tương đhương trên  mÉt 
tảyp 4. Chứng minh rằng : 

a) Giao 4 ZN 8 lã Ñuòt quan hệ tương đương trên E ¿2y 

b) Hợpz \2 8 là một. quan hệ tượng đương trên tập Á khi 
vàt chỉ khi giao của một lớp tương đương bất kỷ theo. 
quuan hệ z với một lớp tương đương bất kỷ theo quan hệ: 
2 hoặc bíng ó hoặc trùng với một trong hai lớp tương- 
đụy ơng đỏ, 


` 


- :19.Cho « và 8 là hai 8n tiẻ.tương đượng Liên một 
tạp -!. Chứng mính rằng : 


a) Tích e2 là môi quan hệ tườ nụ đường | trên tập 4 khi. 
và cbỉ khi œ2 = 9z. vỆ 


-_ b) Tích x3 chứa œ và 8 và được chứa: trong - mọf: quan ' 
tệ tương đương y-chứa «-và 9.-. 


-_c) Nếu œ# = #z'Lhi Liøbù «3 là quan hệ tương đương bé 


nhất chứa +4 và 4 R 


20. fiÄ sử ; là mìộL quan hệ Lùy Ý trên một tải: 4. Ta 


ký hiệu pø` = © 6” và øi = 2 k ø~1 vý s4. Chứng mình. 
F n=<1 

Tằng : „ÔN 

a3 ø1 là một quan hệ tương đương trên tập A chứa ø« 


b}ỳø) chứa trong mọi quan hệ trơng ương trên 21 chưa ø 
(tức 2à ø} là quan hệ tương đương bé nhất chứa 2). ðj được 
gọi là quan hệ (rơng đương sutt bởi e. à 

c) Nếu a và “4 là.-hai quian hệ tương đương trên Á thị 
(a \2 8} là quan hệ bé nhất trẻn.A chứa z và 8. 


"` Giả sử lrẻn mìột tập. A đã cho một . họ |: | í€ TỊ 
củ quan “hệ tương đương đị.‹ Chứng + mình rằng quam hệ 
tương đương bé nhất Lrên 4 chứa các quan hệ s¡-t € l, 
Lrùng với hợy› # -Ủa Lắt cä các tích có thề của mỏi số hìu 
hạn kủ ¡ € }. : 


; 22, Trên Me) R tâU và các.số *Hiựu eh0' quan” bung mi1tr 
sau : : 1. 


: "—....... 


h T1) "Chững tô iä ki “ không, phầi là mệt quan hệ tường 
„đương \ trên R. -. ˆ hổ 


_b}) Tim tuản K”* tương S đang tàu Ñ nh bởi z si U†yän | 


.bài tập 20). 


1{‡ 


x33. Trên Lập Ø6(N) tất.cả*á€ tập éon hữu hạn, 'của lập ` 
N các số tự. nh ii): ta tạ xác-dịnh: quan, hệ như sau :,với haf* 
phần. tt -1;.B < (CN), len l, Ø) ca khử và, chỉ: “khi. tông `- 
CửC : phần: Lử„tiuo€£4: ›bề:hơn:lòäc bằng Lông dế phầu tứ 
th uộc. „9 = 
na 


sử ca) Chứng ` E0 oi R LÊ THÔN: phát; là: quận, hệ thỜHg”” 

đương trẻ tiến. '%(N)-` nh và 1ô TP Đecc 
`). Vưng quần. hệ Lương đương trên đ6(N)' siaf: bởi: LÊN 
_Ẩ©) Chứng: (Ỏ.., rằng mỗi. dờp tương đương theo: quan hệ: 


tương đương sinh: -bởi œ là một tập hưu hạn các phần tử - 
vúa ø6(N). nhỢn, cm : ¬ É š b ÁN " _. 


34. Giả sử pÐạ là các ° duan bệ thườïng đường trên một tập 
cỏ ñ phần: tử. Chứng, minh rằng: 


¡ 
Js¿t —= *> ... š 


Lrors đó CÌ=— " ~, Với qLÌ WÓC P„ = N : 
: - tin — igl P Êh, vi : 

35. Giả sử ø là: Tmỏt số nguyên lớn hơn 1, A = N* là: 
tập Lất cả các bộ. số tự nhiên. "Trên, dập ¿Í da, xác. định 
IMuột quan hệ < như sau : : 


Ẳ tay ..., tạ) ` thụ, bạ, .... bạ) 


Khi và chỉ khi œ =.bp = l¿ 3, ««. 0 hoặc có: một chỉ số 
¿ ( << i & n}sao chỗ đa; = bọc .... đị { == Ủị 4 Hạ  Ùụ 

Chứng mỉnh, rằng quan bệ & đó: là một quan hệ thứ tự 
loạn phần trên -Ä % và với quan: lệ đó Ạ là "sa tập sp ~rỳ 
tụ: tốt. co," -S) ‹ấi | : 


“86. Giả sử trên: -một: đền Àt đã cho một quan hệ thử tự 
và Ø œ 41. Phần Lử ư < ả được gọi là cận trên đúng (cận 
dưới đúng) của tập 8 Và được ký hiệu là sup Ø8 (iát Ð) 


. 


Tiểu với mộï b < Bta: “có; ;“< tả 'œ. >. a)~ và "nêu b<c 
({b > 2À với mọi Ì b < # lò vệ Xế b s € Ái, < q)- Chúng, minh 
rằng : ˆ Nó PS: Ấw ctS-. về. cáp Hộ h À2" T5 ca 
: "*a) Nếu a < b lh3up. 1 đ, s Lị Zb> infl q, N.) lệ = tứ. >& Đy: 

b) Nếu CC BC AÁ Xà Tiểu tồn Lại supØ, 2 xã sp, E (ạt F.2 
"và. juf €}-thì sup €< <sup B(n†B< inf Š=› Nà L9 vư c 


.e) "Nếu |: |i€ T]|: -Tà một họ tập con của. Hộ ¿ lê Ñ B= 
= tt j?; và nếu Lồn tại sup Ð và sup ổ;¡ với mọi ¡ c [ (Lần 
_f€I 
tại inf Ö và ¡nf Bò thì sup S2 sup Í sụp B; |¡ € !| 
(inf 8 = inf [inf 8| ¡ < 1). % : 


27. Giả sử A là. một tả ìp trên đó đã cho” một quan hệ thir 
tự <. Chứng minh rằng cúc điều kiện sa là Lượng đương : 

(a) (Điều kiện tối: tiêu). "Mọi ti con khác rồng của „4 
chứa ít nhất một phần tử tối tiều. ` 

(“9 Nguyên lý quy nạp siều hạn). Nếu ,.nọi phiin tử Lôi 
tiêu của tập 41 cổ một Linh chất @ nào đó, và nếu từ giú 
thiết mọi pluìn tử + € ;Ì mà £ << œ đêu có tính “chít 
ät ty ra phần tử a cũng cỏ tỉnh chất hc thi mọi phần từ 
của tập A đều có tỉnh chất @.. 

'(e) CĐiều kiện ngắt đoạn cua chuổi giảm). Đối với mọi 
chuối nhần. tử của lập Ai ».. 


° @&q sẾP đa vi .e«e DA tk La ..« 
tồn tại một cùi SỐ. " Sao cho : $ 


+ Mi ¬ SY -2), cự" ° 
... pc * 5 £ 


` TH 


28. Chứng miih rằng Bồ đề Zoóc. kh: đượ nề với Do 
một trong ˆ các. mệt ‹€ .đề sau: ;. .-..:. "Š 
4) (Tiên đề: chọn). .Nếư 'đã chói một lập M Khác 'nống: túi 
.tồn tại một ánh xạ .s từ. tập Z2(1/)66 tới A/ đặL tương ứág 
mỗi tập con z1 Lai ó' của Lồ Với. một HỆ tử ' sŨ x#tC: định 
của tập con á- ĐK CO2. v/5.115 506 con # | 
-b) (Định l Zer than), Mọi tạ tp đều GỎ ›thể sắp mm: VN tốt. 


-29. Giả sử E là một lập sắp thứ, tự; FOY TU, 
“. . ẦA 


- a) Cuửng minh "rằng tồn lại Các tập con, 4 tên P = eP 
san cho .| .^A:Ð = ó, 4 V?= se sắp. thủ tự tốt "đuế ổo 
quan hệ thứ Lự trdng kỳ, cỏn P không: 'cCÓ phần tử bé nhất” h 


SN lê 


.b) Hãy” Tiêu vi dụ Tội lập "sắp thứ- tự: E có nhiều, cách 


phân tích: : thị nh li tập, A. Ö có các tỉnh chất đỏ.” na 


39. Giả sử E là một tập trên đó đã xác định mội MT 
hệ thứ lụ 2. Ta gọi Lập. £an ` C Eìlà một tập Coït lự. do. 
của lập # nếu với Iuọi ứ.b € ÄX, ứ sư ö thì (a, b) €Cavà. 
(hb, () % +. ý hiệu <ƒ là tập út cả cúc. tập con từ do: của. 
E. Trong Lắp 4 ta định nghĩa quan hệ S. như, sau : với, 
X,Y€cơ.Y<Ÿ khi và chỉ khi với mọÏ a-€ XI tồn đại. 
 €Ì sno cho ` 1) kì %. Chứng mịnh xằng:: k Xà vị no vế 

a) Quan hệ € là một quan hệ thứ tự, trên tập cổ. : 

b) Với X.Y € dở nếu Ã CC Y thi hi h À 


c) Tạp ~t vòi4jtran hệ Liứ tự là một «tập sắp thứ tự. 
Loittì phần khi 'xã chỉ khi tập # với quan hệ thử tự a lá, 
một tập sắp thứ tự toàn phần, „Sàn hố số) 


31, Mọi tạp sắp. thứ tự ‹ được gói là niệU dùn đầy” đủ 
"nếu mọi Lập can khác rỗng của A4 đều-có cân trên đúng” 
ví cận dưới đúng" (xem. bài tập 26). Chứng mình xằng ; {ý : 


a) Một đến đầy đủ 241 chửa phần tử bé nhất, vài TIỆC, tứ 
lửn nhất. 


b) tp 2(E) tất: cä l uắc: tập con của mộ tận E: với y[ quan 
hệ thứ tự là quấn hệ báo lắm là nhột đản, đầy đủ- li sói & ki 


sáca° 
* 
~ -*is.ee 


-e) Tạp ® các số nguy ên' đương với quan hệ thứ tự l là 
quan hệ chia lết không phải ! là một đàn. đầy đủ. sGỆ: -- 


'Á 3 ~4 sư t 


;82.: Giả sử là, một tập lùy ýz -cŸ là [âb tất cả. Xáế: quản 
bệ tương đương xúc định trên tập ÿ. „Chứng mỉnh +ẵng 


ữ np cÍ với quan hệ! thứ tự lù: TT r 'lần 
đãy đủ. v VI xế cà be, s TM SN Y2 c1. 


“cœ '£‹ 'P' và. ơ%, ¬-cÝc¿T s 


F+s C34 


s- 


S3, “Chứng: minh rằng, "ì âp. Sắp thứ tr :Í:là imỏt dân 
>¡ Tế đủ” NUẬY ải, ,Chỉ: khi thỏa ! mãn một. trọng các LG kiện. 


Tê để ng lành cua và Và. 

.: _."z —t ` và An, ` ... : _ á Tè “ l 
34a), TẠP - -Í, chứa. à phần ' Ih3 lổởn “nhật: và ThọÏ- tập co, „khe 
nhìn của: *\ đến cóttận qười đúng: ° G2 No 7 so 


b âp) sÁ chứa. Phần tế bề Ynh§LÝ ẺN: nhọi Tu coái: lảhéc 
Tổng Sửa; 1 đấu có Cần Ÿ Ueif đúng ^^ TẾ : 


34. Một -tập sắp, thứ tự 4 được. gợi là. một dân Tiên bị mọi. 
(âm: con gồm. hai phần. Lữ. tủa. r- S đều. cỏ cận ừ vn đúng và. 


cận” 'đưới đúng: trong. 4. Chứng. nàĩnh _tằng : „ 
đế va) Tập Ñ các số nguyên. dực ng. với Xhg hệ thư dữ lã 
quan, „hệ chia hết đã, qmộL “ân, c- - SA 1 ".: +. nói W 


..* s,Ố 


TPh) Mọi. tấp sản thứ tự toàn: phẩn. là một. TS NÀO v2 áo th 
“ cỳ Một: đản,” 'chứa- không" HẬ, một 3 tức tối đại và. 
không quả. mọi phần tử = tiều.. ty lận, Hộ< 2 SƯNNỗ TƯỂN: 


' * 
“\ 
_> > 


" Su CN ẢNH ..Ñ ^.< 


BỞI 35. Chó các "ảnh: xụ /.: du qg: #“.~-C© vÀ ø — 6ƒ là 
ánh: xạ tử 4 lợi €. Chứng: minh rằng :. 


- 8) Nếu'ƒ và ø là các đơn ánh: Li ø cũng là đơn ảnh. : sử 
X®. Nếu ƒ.v và g. là các toàn únh thị ọ cũng là toàn ánh. 
c E32) Nếu s' là. một đơn ánh thì T cũng vậy... 
-“'d) Nếu ` ø là một toàn ảnh thì g cũng vày‹: 


_836, Cho hai tập. 4, } và một ánh xạ +: 1 —> Ø- Chứng 
hình rằng bã. mệnh: đề sau IỶ Lương uống? tiệc § .% 2á 


¬. _ là một. song ánh từ s‡ đến. _- *“.s 
.bh): Quân: hệ ngược œ” +! lá Thột ảnh xa từ B tới - Š 
Sự vê Tích. các quan hệ a và & tà thỏa tãn điều kiện si án 


vá vỸ 


đồng. vi "}Y, : là cúc quan Hệ đồng nhất 4 Lrêi r Ạ và B 


Ji 


, '.ˆ*¿“* s.. - xố) . .. =— , ` H khuên — R ứ s 
tà ÔN = cụ ;hê-/ Đủ», . ¬.. 


|. 


_X#7, Giả sử <1, Ð là hai Lăp khác. rổng tùy % Chững ˆ minh 

vÝ Ỹng: có ít nhất một trồng hai khả năng sau đày-xây Ífa: . 
- 8Ð Có mội đơn ảnh tử „4 tới ĐH 

HỈ .b) Có mội đơn ánh: từ tà tởi F 

. 38, Chứng minh rằng. nếu: ø. là một: đơn ánh Từ một tập 
_b4 Lởi chính nở Lhị với mọi tập . C=GaC)) có b TẠI 
_song ãnh B lừ A tới € k2uà(4). -.- 2 

39. Chứng minh rằng nếu có một đơn ánh từ trệt tập 
4 tới một tập. 8 và đồng thời có một đón ảnh từ tập: Ồ 
tới tận Á thị sẽ Lồn .Lại một song ánh từ A tới Đ. = - 
„ 40. Giả-sử X là một tập đã cho. Với một Lập còn" Á của 
'X tá định nghĩa mội nh xạ - từ * tởi tập, R các ` số lhực 
như "đau:  -~ 

v.... An e A- 

| | 7a(3) = nh. nếu 2 € XS 4, 

Lảnh XÂÁ %4; này goi đả hàm đặc. trirng của tập con A 
trong Ẩ. Chứng mình rằng với các tập con +1, B của lập 
z\Y, 1A CỎ : | 

N na) XA^n (x) = ⁄avz) xn(#) ; , kg 
S b) ZaUp (2) —= x4 + xnÉ#) — XA(£) Xe(£) 72122223 

na) XANh (+) = xa(Œ) [1 — 'xa(t)}-. 

741: Với mỗi số thực # [A ký hiệu E(œ) là phần. nguyện, 
của +, Lức là số nguyên lởn. nhất Không vượt quá +. Vö j 
một số võ lỶ 4 đà chọn, ta làp. ảnh: xạ f trì đúp 4 Số _Tguyên 
Z tới' toan `{Ú, 1] bằng cách đặt: Euudin 
TÔI =b am— (at). 'm.€ #24 5.:.2 

; Chứng minh rẵng : 
$ s ƒ là một đơn ánh. : l 
d b) Nếu -ƒŒ). chứa Các ky W†Ì và D 'hi/2) cũng chủ ửa 
SỐ | ai {+ 7001092 0 (0021/0416 VÀ ANg: TÊN tản 
„€) Với mọi e.> U Tạo ID GÌ chửa ẤU nhất mỘU 'phần tử: 


thuộc /(Z) và do đó chứa vỏ số: phần Lừ thuộc: ƒ(zZ).*** 


< 


- 


#Tủ đỏ 3 và, si TIAng có ` vô: $ố số hữuw tỹ /J¿ thỏa nưÌn các, 


c AC cên ., 
SOI than lứC 2 là no nen EU le” _ an CC : 
lu? “x.ĂU Là - 2. tr vi 
; = th Ti VU Da) Ẵ E- kêu % % 
S8 93: SIM [rpxae E< ty 
TT Khả Pa o4, ra lạc: HA Lần 

Ea e1 8t CSE.SCEry 2A0 ya “La ng 

Fo) D2 Ea ve h2 1 ác i7 th +. 

VÀ - XP 


x42. St Giữ/5tP là lÀ: „ HiộP; tập tố m phần. dữ; rải “hệt lắp 
ồ ñn phần. Lử.* Hồi: TC cà ế AM đhệ XÃ t! KA Đay Ạ 
ĐOẠ G6: - bao nhiêu: ảnh, xụ tứ +. TỶ F£^.:s Kc: ¬ Về tr 


-B). Có: ao, Thiết đơn ánh tử E' vị g>- vS chải ĐÀ ớt Q 
` 3c . 1>. 0Aƒ Lê: thể. ˆ : š..sC c6 

- Giả sử CS). .= X 
Le vAt cSe c2 $3 - —E ca * à VỆ ni ên k c& Xa có Y4 “ 


rÌ Thất hột fc tắp bỏ x= L) VỆ vệ 
Ác, -$ña lhg OP ccc# y1 Xá duợn) định 


SE chê “set: SỐ se Uớc 
liểnHA I (ágcề họ cờ; vả, thững phầ \ tử của : Ẩ: Sao củo 
về = .ẻ với “mọi œ:€ ï. Nếu cúc tìn “_» đều bằng, ccc 
tập - thị tích Đềcác của, họ ( PC ¡ được: gọi Tà lũy 


¿tt 
" ngà 


my 
†.» 
š 


\ 
\ 


.. 
1 4 


"rà 
+ 


Anh 


cv ae “-: 
 ~ 


=“..- ì 
~...< .. ve 5 


thửa-: "ềác bậc" 2 của + và ký hiệu, là :, Chứnnh; mìinli 
tằng : vã 

sa). Nếu 8, E. là hại tập, tũy ì +, Han Œœ m)lá Lập tất cả các 
ảnh xạ tũ :E tới #' thị Lồn tại một song ánh tử Hom (E,£#, 
tới lũy thửa Đềcác EE, Do' đó có khi ta cũng định nghĩa 
ly là lập tất cả cúc ảnh xạ từ E lới F. ch, 


-b) NẼh:Ẹ. chỉ có hai phần. Lử thì tồn tại một. song. ảnh lí 
th, ¡w CE, F) tới tập 2C), tất cÃ các tập con của E. 


c) Tử đó. -suy ra Hóc nếu E có rễ Han tử thi 2œ) cị 
» phần tử,.;.. ˆ kí 


e.v š - `“, 2= © T. bon * * 

: ˆ ...® 3° =<=“= ĐÀ 

LÝ c® “Ã ă ... bu „; T3 “ r ^... - r4 - k 
+ * “ .. 


cêU C ĐSC lo Quả) -s4 b;BÁN số vÀ TỰ Số, 


` 4á, Giản sữ sát: .Í: | %ắ 8i 1 Bì lA ĐeẾ bến, SỐ. 1a đề 
a c ð nếu tlôu tại mhột .đơi ảnh tử: đập: - tới tập #3. - - 


=` 


=8) Quan liệcđịnh nghĩa nhự 'vậy không phụ, thuộc Xiệc 
chọn các tà) 4, và trên. mọi tập cảe “bản. số quan. “hệ. < 
& -là. một quan: hệ thứ dự toàn. phần. guẾ t4, s^<› Ta: t= Tri + s: 
K) Với mọi tập ad tuy: ,. 2( 4) lã tập: tất cả Ñ GẮc tập ‹ con. 
ủa tập Ạ. thi † A- J < | 2(1) {igh1a. là đc nh D2 2 


131412) 1vÃ1 AT +1 2912225222 


. Gia: Sử +, 8 là hai bản số tùy ý "vàø = Ị 4 li 8 = 


=] ?Ð Ị.A^AB=¿. Ta định nghĩa cũ 


«+p=l 41. “I4 Lê | ÊI- 
Chững minh rằng ‡; Đà U22 Sng 1 là nà ` Set Vi đu: 


.. ph so X. 


a) Phép công vã: Piếp nhân các bản số theo định nghĩa. 


~- 


trên có tính chít giao hoán và kết, hợp... " ï MS  vÃ 
b)ỳ Có Lính phân phối của phép nhân đối vởi phép: công” | 
M- Với các bắn số ø, J m ta có "Ÿ ¬". .-. 


x.c r)==zP°Y, (2®J(yP)'— = (xr)? (a®y*= = sÊx | 
ˆ độ Nẽ uÁ |— zthhi | 2( 34)|2" tên 2Q) I là tân 
tít cả cúc tạp con cửu tập A. - ˆ : 


s. lò 


46. MỏiI táp 4 được gọi là một: tập. âu "hạn: nêu 'không` 

tồn. »ã thốt tập con thực. Sự: 5b (= ở .SAO chó N. a lJ= = } ẹ kì 

Khước, lại tập xì iïế đội, là mỏi Tập nổ hài tiêu: TT, tại 

mìội tập con \ thực sit ;C ¿Ì sao The), .Í I1 hà ụ 1- “Chứng 
HÀ ˆ vê, SH Gv 


P c` 
..c~ ..s Le ...S^s M22 “JC cunn ` 
*` v3 * 


wuinh rằng. ng co vn Ki vn: ”y- 
_za) Tập A = ki _ TM: "nỈ củc số ï uyên dư rong từ 1 tờïr nị. 

n là một số nguy êp qương no đó là, một dập hữu hạn. _- và 
6e) Tập X'tất cÃ chế" Số" tử nhiên: lÃ một tập võ, nữ Sế nh 
_€) Mọi lập vố lạu đều Có, một. tt đụng cơn: đó lụ lo IỆPA tư 

được: 9” lý Sư KV Ái 


` “~ 
. “ + “^^ x x4: 
_ SA “22v. g 
GÀ DU z4) 7. sp zaf £ lo XI +</7. viện 
: 


"41: Chứng: minh xẵng : 
ủ Là: xu Xe L2 số, tự nhiền # 


#rên ác Ạ CÓ khe: 
n Nạn LẦN ` và T4 : 


"  êc Zuy 2 “nở 2e . ~ `. -š 
_..` 3£ Xã: TY l ¬® a = N: rế và 
- t0 2 ni vn .. L kh, 


đo», 
-~.. " 


Si CN 
h2: 12- ” 2V, . ~* se. 
vượng đó: Sữa lữ lực “ương, -đểng được: ; tạ: Xi 


^; x1 nh Vó AM C2 ĐH ng 24“ 


án): ý TẬU 2 vợt Số: ñguyên có lựế Thợng, c tướếc _ 
¬) Tập ọ mọi số hiểu: ly: có, lựé dượng, đếm được. 


¿ ‹Ã 


48. Bẩn số: của một tập” vÔ. 'hạn 'được gọi là "h1 bên SỐ- 
` hạn, Chứng: minh rằng nếu % HÀ một bản số vỎ hạt thị : 4 


k .8) ø z+.cfs= z¡ A V2 : ~ b “=> 
) Tới HỌi SỐ, tự. nhièa „ >- L lá .. -——. L3 xi 

;“C) sộ =— — 5 sa Lễ = sub œ -8)- với ihọi bản. số 8 +. Úc vụ 
_— .i cử 


#49: "Giá Sử ETà "đội lập vỏ hạn. Chứng niïnh tấng : : 
-a Tâp Ø6(E) tất cả cúc tập côn hu hạn của 5 có lực 


Lượng bằng | £ Ít F 

b) Tập Š tất cả các đẩy hữu hạn phần Lử của tập #S có 
lực lượng bằng LÃ lý “+. ' VI S+5 r : 
c) Tồn „Lại một sực chia lớp CXt) e ¡ CỦA lập È sao cho 
' VÀ là các Lập có lực lượng đếm ' tuạ cỏn riệp chỉ số Í có 
-cùñg ` lực. Tượng. vời IẾU - KD c2 ' 

_50, Chứng ¡ minh rằng : Ki PC mu 
 a) Tâp” mọi số thực tru đoạn [0 1Ị cỏ lực lượng 
công—Linuuna - lý . \ : 
; 2⁄ «6  H  Sx k 

“is, c†=° “SG n2 


.„. Giả sử Ala một tập tùy %, Lrên đỏ. đã xác định rnột 
in hệ: thử tự, << sao cho 4 là một, tập sắp thứ tự tốt 
đối. "Với. qưau. hệ < đỏ. Với: phần. tử œ€ +1 tập P, 
= lz< <€ 4|:+, < aÌ được - -đọt 1à daạn của A ứng. với: 
phần tử. 4,`~- 


'aÐ. 


_ _8) Chứng minh rằng môt tập sắp thứ _Lự -tốt khòng thê - 
JE, cñũu với môi đuận của nó. - 


“b)-Với hai tự số z, '8 từy ý. =`U(- 1), = = = 0(Ø). ta đặt - 
# < 8 nếu 4 đẳng cấu với một đoạn” của 3, còn: .. 8ˆ 
nếu Á đẳng cấu với 2⁄-Chứng minh rằng quan hệ < thù _ 
được nhy úy là một, quan hệ lhứ dự trên. các Lự SỐ, 


¿ 52. Nét quan hệ thứ- tự < rên các - “lự SỐ. định 'nghĩaˆ 
trong câu (b) bài trên. Giả sử IV (ø) là tập tất cả các tự 
số bé hơn một tự số + đã cho. Cl..tng mỉnh rằng:- _' 

1) Tại () với quan hiệ thú lự s là mội tập 'sắp thứ tự 

„. và có kiểu thứ tự z. - ^ 

b) Đối vời hai tự số œ6 tuy Ý Xây 1 kv<g trong - ba khẩ 
_†“Y: KP yh b ý bệc 

: “W “=- ké K px. 


c Mọi tầo W' z- ó cúc tự số đều chứa phần. tử: bẻ nhất.” 
đ) Từ hai câu lrên suy ra rằng mọi con 4 cúc ; bản số- 
cũng là „nôi Lập sắp Lhứ tự tốt. 


52. .Cho "hai tự số z, @ tùy % Giả “SỬ 2 & ÓC. L), 
B=0() xà 4i A —¿. Ta định nghĩa. Lồng -- B là kiều 
thứ tự của hợp AUĐ. được sắp thứ tự nlíư sau ;nếu 
(CA,b< 8B thì œ#Cb, còn trên mỗi. tập ai, thứ: 
tự Lrùng với thứ tự đã, cho trên củc tập đó. lý hiệu . ằœ là, 
tự SỐ của Lập các Số tự nhiên sắp thứ. tự. theo. thứ. “tự. 
tự nhiền. 


Chứng mính: ng + : a) l #- tu = tò, + 


~~ * 


. 


tu. buyến vn Đy s6 +1 6+ Su 


: “sa. Phố liai tự số ¿ = O(A), 8= O(8). Ta định. nựhĩa 

tích ø là kiều tứ lục của tích Đềcúc ⁄B- x< SA "sắp. thứ: .Lự: 

theo lối từ điền như sau : (0, a)< (bị, aỊỒ. khi xà chỉ khi 

'b <bi bồặc. b=Ù; và a 8y: Chứng mịnh, jiằng:. : 
"" 2 — 0, ' 49C cà. : 


T= z bì: Nếu z, 8; È: làycác" tự. số tùy. # sao cho š§ <”ở8; thị tồn. 
tỈ các ‹ tự: ,SỐ vÖ2c VỆ: Thỏa qmản = = 4| + c< “i8 sa 


Ậ _.Ẳ}, Nếu L1 Š già- CÁC t5, ty ÿu2 # kề 3 NhỆ Lồn ` lạt các. „tự, 
số E,n thỗa mãn: $S:<`š2; cà: _ 


- 


ve tị. ca 


:-,.CHƯƠNG .tC: 


ĐỊNH THÉC VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 


Định thức cấp 0+ là Lông đại số của 1 hạng tử: 


x- ` địt đạs«« Œia š .= là sàn +... ..«ta ) , 
bD=l“a đ22-«« tren... SG Tu Ti. dc 
k í -- - —.= - .Á TC .. . 
rê / ni ` đan ^ 1 s ` l v k `, tỆ È 


trong đó / hổ: Glgbsso s là số nghịch thế của hoán vị 
_&t;› 23se đa lấy {rong tấp {1,2 ^i*ss*y nị. v : 

Tinh cbát Ì. - Phêp chuyền bị Nàng | tám tha, đồi định 
thức... s aex 'Ể MĂ 
._ Tính chát 2, - Nếu. có rời tàng chỉ ồm ioàn số khôn NỤ - 
tạ định thức bằng 0. + #1. S 

Tính. chất 3. Nếu đồi 'shổ hếi hàng cho nhựa tẠ định 
thức. đồi dãu. - v: SuiÐ, C : 

ề ~4Tinh chát. 4, 3Mội trình thức có hai "Nông Tư nhau "thụ : 
Ñ bằng,,0 0. l 


24 


2#Tinh chải 8. Nếu nhằn” mọi phần tử của một. “không: nảo- 


đó với k tín, địnk _Huức nhận lên với k.. Lọ seo d4 In NẠI 
Si Tinh, chất 6 N4 định thức có hai "hẳng tÙ Tả thì LÝ 


¬..^ »*“‡ 


kjö ng.” )° si là s4 ti Lê Ta ni K- tại n Kệ T2 3y Cử 2t bé xK-  TT) 
2 `2 Tinh, Shất Là Nếu qị, si ¡ "| +- ) Ụ: =.1;.., Hh) 1¬: š 
ĐỀ 2 hở TƯƠNG Tàn vàn AE sản 


rà: x2 .* . P4 đà» -` 
SN 20c Tư tR< vấn < si =D+ Tàn 
` ” ÿ 


trong đó các. nhữn. tử ở “hàng thứ ¡ỉ củá J Dị id Đụ l x yJ.HẾ 
.của D; tả: 24, ¬ Ca, cỏi các ng cà khệc ¿ của ehủn ng. vÀ, cóc 


“hàn tượng ứa li của B.. : SVốnch 
Vinh chát 8. Nẽu' có "vi hằng lá tò Xa tuyến. "Tịnh 

` củu các. hàng khác thì định thức bằng không." -- đề v2 và „*: 
„Tịnh 'chát 9. “Định thức” khôn: g “thau "ồU nếu ` "ạt tiên 
oàõ một hàng. nào đỏ một tà hợ P- tut Nên: xinh. của các : hàng 


` khác. -: ~Ã “YIẾ" + SA. 
MỘT SỐ PHƯƠNG PH~ÁI' TÍNH ĐỊNH THỨC 


3, Phương pháp khai triền.. Đẻ: tí:h một định thứ 
¿DẺ cấu "), ta có thể đùngcôn#g thức khai tr lên. theo TN: 


: LỘ k xố, cà . .D= __*t đi, 
No VI kư: j= 


tironzf đỏ. Ấp là phần Shụ đại số của phần tử tị;« 

v Nếu sử dtụn‡ý các tính chítt của định tiức để diya địi 
“Hhúức về dạng có một hàng (cô) gầm các phần tử -bẫi 
_ klhỏng, ừư ử một phi í tử, thi việu -tínH: một địnH: thức cí 
ln đưa về việc Lính niệột định thức cấp + — I, và. cứ tỉ 
-tựtc mãi đến lúc được định. qhức cấp Ji, Tuy” nhiện ( 
`vớïi. các định thức mà phân "tử. là các: chữ" phtrơnig`ph 
'nàày rất cồng kềnh, nên ty theo dạng của định thức mà 
Cli thường sử, dụng một số trong các bhương Pháp” san đã 


t...N'‹ - 
* , .- se?» 


: v®. PHương pháp dựa về dạng tam giác.. Dũng các tỉnh: 
sbất của: định: "thức;-t a biến đồi -định: thức ˆ vẻ. 'dàng tam = 

giác; tức đả: mội phần tử. nắm:ở. một phía của đực ờng chéo: 

vhính, đều: "bằng không. hi đó, định ;thức -sẽ: bằng dích sáp 
các phần Lử: trên đường chéo chíuh, `“... 


“%; Phương pháp rút. "hàn. tử: :chụng. Định: thức được 
cọi nh sêy TInh của MỘt lay một số chữ có TñäU tr ông HÓ. - 
Sứ dụng: cả tính chất của định thức, ta biến đồi nhỏ sảo 
cho có. NHÀ r nhậu biết được rằng nỏ chia hết cho (tức là 
mỏi hàng trÀO - đó c1a nó chia hếtc lio) một số nhĩ? lử” 
nào đó (Thường là bậc nhất). Khi đó thường tích cña các 
nhận tử đó cũng la mội nhân Lử của. “định thức (nếu cúc 
nhận tủ: đó nguyên, tố cùng nhatU lùng. đôi zImÒt ). bằng - 
cách so sánh các số hạng. riêng “biệt nào: đỏ. của tích cúc 
nhân tử với ác: SỐ, hạng của định thức, tà sẽ. nh được 
nh: ñ;E “RĂH:.' “na áỉV cà "`. xu T~ 


“.. Phương pháp” truy toán. Biến đồi. khái trrển định 
thức-theo hùng (cỏL) sao cho có thê biểu điển định thức 
đã cho qua-cúc định thức cùng đạng nhưng có cấp thấp 
hơu, tức tà trà được: một hệ thức truy toÄi: 


_. N ¿- 2Œ . Ð kề (03 s0, ⁄ : ti vàn .@ 
trong: đó J9 LIÊN o4 đà các định thức cùng: đụng ‹ lấp 
cấp + — 1,... Saư đó.: tính biê t0 thức của vài định thức 


cấu? thấp, từ đỏ tính được. định. thức phẩi tìm nhờ ấp 
dụng. diện: ), HẸP. hệ thức. HIEMY:. toàn Ø3. \ SC) về s 


....*# 


quy- TEẠP ri -từ các "định thức, cùng đạng - với: định thức đã 


chơ cấtJ› +2 „CẤU '8..+, Ln.Buy “đoán ra hệ thức q}- Nhưng 
khi: đó: phải Sử : zdụng- phép” chứng ninh Ty, mạm. thị: "hệ 
thức dimm, th4ể mới o có Sụia H†»: | kế” tuệ: hoi ru + Đo my, 


có. ' thể: "tỉnh được AR, “dàng hạn” “nhiều” nếu “Viến chủng 


v< Ẵ 
: vs 
Ũ 
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"thành đồng: các" “nh” "thức" 'cừng cấp” theo hàng (cỏ), các 
- định  tiức: -hạng' tử. „này tường”, để. tĩnh được: tăng: mã 
tron các TA Liên; xì Nệm NC %v St: 290g uy 


ĐỊ .. -~ ` 
NO s21 X+£ CN gi ng các: TA “ Lê ve 


& “dinh xế si t) „định. thức: L2 cấm Hị 


KZ dc c.= TRƠN 


.~“.ăx—“ 


kaở ME... Kỳ hiện AI ù LH Dù, đại xố của .l; có =, 


..>^*«. 


â 


'S 1á“ %1 thí ' 


~bs - TH s dy, b Beo ky X. dụ 


- &lột: hệ, øa _gtanyiRi trình tuyến tỉnh: n ần với định ' thức: 
khác-không, được bọi là' hệ rame. Hẹn này: F-Eó. niột “nghiệm. 
- duy nhất tính: thẻö công thức Nữ c XIN cuc 


v22 k TẾ SiỂU 1 


, D xỆ HC 
về —=—1_ —= Ðv' - Ư n lổi * 

Lrong đó. là dịnh thức của hệ, Đƒ là định thức-tao thành 

ki thay cột thức 7 của ò bởi. cột ,cúc SỐ lạng Lự do Wịnh 


4 lCrau). -- ` ' 
Hệ phương trình. tuyến tính tông, quát vửi 1! phường 
cả 2 n ñn số có dạng. - ~ÀẾ 4”. NẼ: `... li bà 
ỳ , h. — Tu h sa 5 đc | : ¡ : + 
“. E nh » @j-V Ầ = bụ t= %¿ ThnG mn, ^ Ma : (1) 
ý ° j=1: P ` dĩ + - so“ H \ 
Ma tưận ¿ su Ba: cấp " » " ượG dọi lù mạ: trận của hệ, 


ma trần Ø do ma trận -Í ghép: thêm cột. các hạng Lử: tự 
do bị; bạ... bạc xào thành cột cuối được gọi: lá. ra trận 
bồ su. hay ma trau thở tộng của. hệ, r, `'7+~-: ©:Ý +? 


Địmh lý. Kroneeke ° — “CapelÍ, Hệ (1) cỏ "nghiệt khi bà 
chỉ kim hụng/ của mát trận :\ bằng. hạn của w trận mở 
rồng đ.. 


Trowag- tr tường, hợp hệ có. nghiệm, nếu lị tI)g. của củoc nà 
trần đỏ, làn =ửt (số ân), thì: hệ trở thành. „hệ IXzane Ì `. 
có nghiệm duy nhất," nếu Trìng "bẻ “hơn, "số â ẩn n thì qhệ vì 
định, ‹ cỏ vô số. nghiệm. phù thuộc, ¡ú C M tham số: l8 là S 


. ý .” 
‡ 


an, —= bạng*l.= hạng" „).. Tờ vi. k CÁ to do : Tên 


Đối với cúc hệ phường trình với hệ số. bằng: SỐ,. tR. còi 
hay” dùng” phương Pháp fidu:YÐ , đệ giải :. Giả: "sử địt: "sa 


Cuếu đ¡y¡ = 0 thì ta đồi thức tự cúc phương trình): La nhấn 
- ` a 
phương trinh thử nhất của hệ" () 1 an lượt với — —#*- 

k “ m kz Š ° 41 
_ ` về kui2E ' Sa# 
— đc ¿v c2. pÙI công vào. dắc VẾ tưo nự .ứng củi 
XH13. * 1 .€f11 - s.*& tị: 


phương trình : thử” lai Thứ `ba, thứ m; NHữ: .vấy ta s 
dược hè sau,: tửơng-đương' với hệ. ():, _ 


sự 'WIE )- +02 +ả¡z' v. =5 
- | _222 +. ..«« Ta đẳng "n — b¿ Bề (2 


(32-\'2 + ... -+ “mŠs®= Ùp vết vai 


Hệ (2). có {< 1m") phrểng Irình vì: có thể có một và 
phường Ltình, giống nhau, hoặc p¬hương trình ()# = Úc 
thể bỗ đi được. Nếu không xảy #a Irườig hợp vò nghiện 
(hệ chứa - phương trình dạng ()3'; =[Ÿ«...:-E. Xa. ==.Ù¡- VỞ 
b?;¡ =¬ 03 1hị ta lại Liếp tục, biến đòi hệ gồni' P— 1 phươn; 
trình s sai của hệ trừ phương: trình đầu, theo củng đườn; 
Tối nh trên: Như vậy, cuối cùng ta sẽ được mốt hệ tron 
đướng với hệ () đã cho, có đạng. bạc “hang. + t SU. sR đƒ 


Nếu trong quá trình biến đồi ta gì úp một phưv¿ủö trìnÌ 
:Yỏ nghiệm: thì ta dừng lại: và kết luận rằng hệ đã cho V' 
ñ§hiệm: Nếu | sat" 1d hiến đời: da được : một hè. tam: giác 


* 


và Vo * : 
ñghĩa là Thường tình: cưổi chng c CÓ, đang MP Đức =b! 
_ ` + Xuân tot ` nàn Vh Tá tài r v * 9S ao. ""ã xí “`. x 


¬ 


thì hệ đủ cho có Tighiện duy nhấU, ngÍ đệm mì ơi thà “đượ 


-ˆ 


bằng cách 'giải, từng phươi ng trính” từ dưới lên và :.thay- 
thế đần c tC ñgh ện tìnt được: vị ủO. phương. trình: trên HÓS- 
Nếu hệ. cuối: cũng. c có dạng bậc ˆ thang, dưong: đó: šphương; 
"trình cưối cùñg còn -lại: các nu nh S “thị hệ. đạc 
cho, là vÕ định phụ thuốc: tt - —t tham SỐI Xuờ viên em Nc xế ko 


 ^...-.. 7. số... -.e ° 


5 Lc .⁄ 
4 ~. + ^ - 
.. — xực x. 


b3 “Trưởng. hợp: TẤt€Ã các ha rirg đơ. bề trông: hệ 'd} 
uew băng 0 thĩ hệ q được gọi là lệ phươ ng trình Luyến : 
tỉnh. fiaàii nhấn (hoặc "đẳng cấp). Hệ đẳng cấp: bao giờ! 
cũng" có nghiện, L nhất là. nghiện (0: 02.0). vì "hạng: 
;Í — hạng B. Như "Av. nếu: "hạng ‹ A:=#z<= n. thì ngoài. 
nø hiểm Ö, còn VỎ số nghiệm khác: không, phụ. thuộc 7? —P, 
tầam n SỐ, Một. vệ thống nghiện ¿ : Xu £ ¬w Kiến Z~ = 


~': 


sả ng _ =Œuc ịgtiêi ¡8Ö | s => 


được sọÌ - -là anột “hệ cớ bản các nghiệm ` nếu nó là: một hệ 
veclơ độc Tập. tuyến tính và mọi nghiệm của hệ thuần, 
nhất đềư biểu thị tuyến tính được qua chúng. „, 


Nếu hạng ¿ cúa ma tràn <4 các hệ số nhỏ hơn số tần 
(e < n) thì hệ thuần nhất có ¡Ù nhất một hệ eớ bản gờn 
n — £ nghiệm. Muốn tìm một bệ cơ bản các nghiệm của 
lệ đẳng cắp, € củ¿j' -dơ 1 giần nhất là ta gán cho œ — r thị am 
.số (tức: là zđ—-r ần tự do trong cộng thức - nghiệm, lồng 
quát của bệ đẳng cấp) lần lượt các bộ giả trị: . 


- » 
- 


A2 gesta 


„pm 
s4 


:t., 8=. 
“x1..-8 
Ụ „ộ 1 


w ðif tính cúc: giá Lr‡ của các: tìn L khúế thco chúng: NHư vậy" 
La sở được ' —# nghiệm của “hệ thuần nhất (mỗi nghiệm 
có đủ mthành phần) lấp thành hiột lệ cơ báu các nghiệm. 


D “ĐINH NGHĨA - VÀ. TÍNH CHẤT” CỦA ĐỊNH .THH 


V .* “ . 


= 8ã. VN dùng: -điph: mĩ đền thúc: tỉnh các diàh th 
sảu : %5 » 


. 
tận ` 
=>, VJ!\ + r= - 


a | Œịy | ký l0 ca Œịg 5 -MỊ = E Me 'z0 
“x< (l2 (y3 (i+3 địa đạs. 0: ~ _. 
Ủy 0s; 0. :0 +0, |. :: 197 U J‹‹.:- Ð) 
LÊ đạ2c ụ :.,Ð x lÑ) /" = - 1 & ,= _“ã *“:”% 
MT tạ2 l) ụ 1) | () _Ụ (I,.. : ;ì 

2} 10 0 040 1| 2 đy|1 &, đ...0 

: F-0-s,:1:.0-.7c.|02% a... œ 

9Ô ve ° 
Ð 700.20 n{5*„ 10.0 Wsn 
-e)I#(0) FQ@} T0)... F( _“. - | 


: Ì Rhb #@}- li xuêi „tứ +1) 
|ro› F(n +1) (E8 3).«« t@n) pa” 
với O) = x(t— 1) (>— 2) c. ( —'ứ+ 1) 
“: T@) 0Ù - ¬ 2 08), "`... ãn 
“ F48). F?Ð).. ko là .i PhcPG, 
r t(u ự xà+1i t9) Ea). +ấn(a| 
với () nht trên. s.á K- J(U 
56. 1) Trong định Thúc cữp +h mỏi "nhần tỉ _ là 


phúc - liên hợp của phần: +ủ: đk-: NGhúng, mình tớ đi 
thức 8ý liằng một số thựế. xế X2 Xe và 


N 


+ „h) Định thức phản, đội: xứng” là. định. đhứu mã ‹ các ¿nh 
XÊS “nẵng. đổi sửng. HAI  qMá: đường ` chéo: chỉnh đU ‹ 


Sản đối xứng vấp n bững 0, xiến n lẻ. 


_ s. và sBịnh” thức: thay đồi t?ẹ: nào: tiểu ta: P2 
- D55 Viết các, hàng theo: thứ: tự. "dưỢC. lại? - 
_b} thay Thôi" - phần, ít: bởi phần lữ r đốt Xông với nó quả” 


- Hạo 242 2» Si Sang o xứ: 


“tấn y y' sót "xe? kg Ai An: thản đc G 1 bu 

R3? đồi dấu mọi hầu Ì tứ của dịnh' thứ Tiếp 3 

K)E Nhân: mỗi phần tử để vỡ (c + 10)? kị 

Ẳ), ông I tiệm vào: mỗi- cột. (kề lử cộL thứ hai) còi: đứng ˆ”? 
tước 0Ó ; Tiềng 'cọt cuối đem” côny‡ - xào cột đầu H 


-58. hông khai triều, tính các. định. Thức: v. 


Km: d (a+ 1) (++ 3)° (a+3)![. 
š si |? (b +: 1)° (+2)! (+ s3) LÁ E 
- | #eŒ+1*(c+ 59f@ + 3Ÿ”. 
¬.... + 1)? (Œ +.2)°(1*+ 3) 


b)ì[ l4 b --c 1| “c)|sin3% I cos° 
_...7... Sẽ. _ |sin*8 1 eox?3 
LJ ” 6c h) LÊ bè | sin*y r cos°+z 
“._.-.:.. 1U... 
_d)|sin°a, eos2 2ˆ coxÈ2 - @)|sinu. cosư 3in(œ -†- đ) 
: la ° “cos29. cos2B + |sinb coxb cos(b-+ đ) |; 
xinÄŸy- cos3Y . —. “ SỈ _, “cos(c +d}) 
f) |œ-+b:c BỊ (œœ -|- b.ẽ! 
| cài H mo 
-¬ +a-b TP ý a> 3 _bậA 


Lm + DAO đệ + KBỆ aị, nh 
Tứa + bạ)? - + bệ Ly U 
-l@s+ bạ)” dã + TH nh by | 


` % 


Tết S 


dị q :..*.s.. _ ( 
k= 8 7.9 T4 /8:4‹. 
1 đa q Mũ: “” —- 


l§ nh ao 
( .'e ` Ũ 
(n_q Â“..: : tứ 


'ongd Ó (1(, đay se ý dạ” đều. khúc, nhau; " 


TKIÍT-, E' ha nha 
1l .1==#% 3- sáá. vì 


_. "s3 
lÌ 1. 3—_#:.: 1 == Ñ› 
1 LÝ 3, n—i—x+ 

C) |Œi ffa --- _ đa = ta 
dị . ttị~*> tra TM : (La ... h tíạ 
ŒỊ (2 _đa+c©dđạ—dtt... ` da - 


“xa à .. x °. 9 ®Ð...., 


-“ 


` 


` đến vì Ta. 


-60. Không tỉnh, định thức, `ehủng minh rằng: ~# 


4) ft”. bụi diat +. b ¡U — Qị 
Œạ¿ bạ (2+ +b D2U -E.C¿| 
dạ - bạ vda^ sẽ bạu + M.. 


b) | øy -+- bịa Œị — xÊy # cị| 


Œạ ¬- by+ dạ ~ mg. , dì! 
tu | -E bạ Hà ` Đụ: hại 


"e). Œ Bo: Š; an n. xã bị '€i 
: đ+ ~†-. bạ dự +. b,- C; 
da + bạ3. Bạt + Dạ” tạ 


* _NG + k 
7 


“se ` S4 k + tạ —# 


_N Ấy €y 

?b ` 
|“?./? “2là 
đạ Ủy cạ|- 

„ .”g.g.. 

“ai Đụ cC¡ 
—2+| Œ¿ Ùa c€¿ 
sa ở ;,*° 


N, 
————.-—_- - 

T 
"x... % œa^ 


vã kẻ 
3.b3 


bc 
cá 
ab 
1 
b? 
-c* 
1 
ẽ 


=@—9(~ø)Œ—0): 


= F.,#Ko << ø—8): 


=(z+b+e)(b—ø)(e—a)(c— b}. 


S2. TÍNH ĐỊNH THÚC 


61. Tỉnh các định thức: 


—85 


“15 1 3 3 b)|1 2 3 4 
' 3 § 1Ị, 3 8 @ 41. 
SÔ.. 8 šä 3 4 1 31. 
¡ 1 1 8| šä 3® 
c€Ầ){2 1 1 1 1| đ)|l 6 0 0 0 
`. .1%a Ñ á4 I 5 6 0 0 
: 3ã 1 i11; P313 988g 
ïÔ. 1S š # ii 0:0: 1 5 8 
-ÖỎ H'{:Y g-1 0.0 01.5 
e)|œ—b—c 2a 22 ` 
29 b—c—a “ ?® k 
2c 2c c 
Ý... (tbò+ c2” ` b? .‹v. #68 c? - 
a® (c4+,øẺ c€c. l; 
a? bù? (a + bỳ? 
si Ẽ6'.1% 1 1 
1 1 ¬aec cosb 
1 coscỐ 1 cosal|” 
1 


cosở coswư 1 


6ø. Tính các định thức : 


šs)1 3 2 3... mnỊ b)l1k đức đa ... đa 
—_ 0Ø 3..a lLđc+Ðt dạ đa 
—1 —2 0Ö rrỈ; 1 q¿  đạ-+-Ðx ... dạ 
—1 —32 “—3... 0 1 đt đa + đa¬+-b 


1 #£#; #Œ *È»_:s #a 
' 


1. Tt tạ ._. - S5 NÊN | “3 


1.2 3..#øe—1i 

I1 3 3..n—ln 

Ý 8.#£ sa=i1a. 

1 28... 39n—3n 

1 ".3 . . fñ— 1 2n—1 


63. Tính các định thức : 


“3| = øđ â& ¿. ấT[T B5} {O0-ˆ'1., 3° « 4S 4: 
a + .qa .,„ a 1L Ủ+Ƒ© #. «+ ®: @ 
;#H ã Ø «4œ 3 XS. ÂN Na  - 
“6 # # œ&  %# | 1 # # .. 0Ú Z 


34 


â) 


©)| 1 2 - 3 4 
Ñ'` { 2 4% 
g8 .® {1 ñ 
4 34 3# 1, 
n n—1 :—2n—=3 
d) ¡# 0 0 
U + Đ 
0 0 0 
 U 0 
64. Tỉnh các định thức : 
¡tủ  &@& Œ 
1 C{ị:a Cả ¡ Cịa 
1 CÌ-s: CỀ-yv C§-: 
1l. ơi. Œ€l U 
1L €‡ 9 0, 
dgớiy. ..‹0% đa 
b)|.1 1- 1 
1L 6y bà 
1.CI ` -C‡- 


1- Œ-! Q:i.< 


~ 


U U' 
Ụ &.. 
du. 

1 | : 
`... 


Cài 


_CỀn+?a 


cj[1. 1t Ø 0 0[_ d)J1 0 0 0 1 
F.EILGIE 6 !L.ỚI0 .. 6.4 
l Kà 2o - 0|; 1 CiC?...0 + 


.Ck Cả cả — 0|. |1 Œ4C§ „„ €§'z® 


ððWÍ ï 8: ø. 0“: I1 
: r1 đi 0 ... 0 0 
1 1 Qạ ... 0 0 


l”@ B«« xe." 
1 Q 0 TU ng \ Œa_Ị 


b)ì| 2cosÐ9 1 0 ... 0 07 
IL 2cos90 .. 0 0 


gB. 6 ð «xxx. 1 Sa 


Sì).. An 1n ẽ đ)ìị # Ì 0.40 
1 2cos9 1... 0, 1L œ8 1..0I 
0  1- 2cos9... 0 : 0 1 #..Ô0lI- 


_-Ö' 0 0 .-„ ScosÚU | _ |: 0, 0 0...® 
66. Tính các định thúc : | s 

2)| q TƯƠNG a +- 2h . @c(n—l1)h 
-,q+h., a+.2h a+9h.. q 

a¬+ 2h “+ 3% a“=+dah... a-+h 


'š | q + (n— 1) h ¬ | a Kt h .. a+(n—32)h 


—d) (ai +)" 


1 


(a; + +)" 


(4; _¡ + +)" 6c 


b) Ha ty dạ ... 

qạ + đa ... 

qy đa " “+ sư 

đn dạ "ta “= (gg 

67. Tỉnh các định thức ; 

A)| cos°*Ì2¡. cos®9~?2, 
cos" ®2„ coshÐ#o; 
cos°”l va cosẽT?o, 


+ +)! “ 


'. 


1. .. “= Ẵ | 
xin Sin2c .. sineak - Ì 
siafs, aÌ072¿ ... sẵn? na | : 
J'J_yế g. 8 6 x 
ah ((đ—1)° `... (a—n)Y. 
u"!Ó (a—1)"”!...' (a LỆ. nàn”! m 
¬ d— 1. .‹ «« A —.!, 
° „ã sh - ` 


— YT:‹ 
(tạ + +)°9—! 


te đạ Đa 1 


— đs¿i +: # 1 


` Â, 


tị #2. ( _-- 1a 
r† +; .°- ILtỆ 


-y + .. 28 
68. Tính cúc định thức % 
a)[ð5 1 2 7Ị b)|1 
. f5 ñ‹ð Ji ` 1 4a 
1:3 #"9.ˆ 1.0 
3 Ú 0U ð 1U 
cẶ|J1 1 UÚ 0 {` 
| 1#: ' 34 COS% Sinz 
| Ứy 2  cosBẽ sinB 
#t¡ zz¿  cosy siny | 
-đ)Fe, B %, 8 SN: 
0 Cạị 0 dt. l 
' `. 'b c›-`U LẠC *Ù 
n U (Í; 0D Ca : II 


69. Tính định thức cấp 1ã: 
Ä AÀ¿ ủy 
- 5 An) lÀ Ất 

Ai Ải 


# ® 
0. Ð 
b 0 
Ú e 
%mắ%` 
"eé # 8Ð 
1°. 3. Í 


f?\. 3a #„ œ® 


- @? t2 Zã œ 
, %ạ Sa 


4 


kả 
và 


kí Jiiệi KÀU 


a : +  =—=+t —v 1 0:0 90:0 
x23 a' 0 0 0-2 170 0 
Ä .~“ z a “34. Ũ. Đ| A 01200 
—#:Z 0.0. 2a.-a _ 0 0.0 2 1 
_x* 0 0 a 2⁄2 0 0 0 1 2 
b) Tinh định thức Â bằng cách nhân nó với đị..h thức ỗ 
#8 Ðˆts đ |1 1 . 'SắT 
RH xa". nguy 
c da b l—I 1 —] 
đ c b -a Non; 


c) Tỉnh bình phương của định thức 
aqa ồ .c đủ 
—b a—d c. 

—£ tỉ đ —a ' 

_Ä 6 5 WT: 


40. a) Chứng minh rằng : nếu nìa Lrận +1 “ếp n trên 
trường số phức thỏa mãn điều kiện 


131 [4e] S3... số „ #Ð 


s=1 
sz&k n 
thì det 1 ®= 0. ` | 
p đụng: Xét mã trận 
, SG" Ÿ xĂš =(ÖÔŸ 1 
‹\ = 13ˆ- 8 ' —t7k 
1ˆ 23 —11 3,5 


39 -, 


- b) Nếu ma trận -i trên Lrường số thực có địy > 0 và. 
thỏa mãn điều kín C1) nói trên thi đẹt .1 >0... 


Z1.Hàm f(„ #4› ‹«‹+s na) CỦA ít vectơ z¡ € R°,—= =1.....n 
với bé (rị thực được g0. là một hàm đa tuyến tính nếu 


SP Si €cs„ -† © “4 ve: S2) 


-~* _ ~s- 


: ma % °í suêè Sở &.ng “3 +c TC „ Z. so «se, Ả} () 


PM với cúc vectơ bất kỳ, các số thực Œ,-c” bất ký và 
=ÌI,... n tự # Hàm đó được gọi là có tính. lính hóa 
nếu s 
WđÖNG: cầu cu Su ca: tu} == 0 khi #:= x“. (2) 
: cũ j =1, 24... nÿ ¿ sh j. : 
Hàm ƒ (2. .... xe) được gọi là chuẳn hóa nếu 
ƒ(E4› 8;› ‹.+ Euỳ = Ú : (3) 
trong đó e¡ là hệ vectœ đen vị ẹ = |, .; 21) của ft", 
Giả sử đã cho ma trận | cấp ø trên trường số thực. 
Chứng minh rằng : - l 
a) Định thức | 4 | là một hànể( đa Luyến tính linh hóa 
và chuẩn hóa của cúc hàng của ma trần 4, : 
bỳ Mọi hàm của n0 veetơ thuộc. tt", đa tuyến tỉnh, linh 
hóa đều thỏa mãn đẳng thức 


ƒ(z:. ` . #a} = | ¿Á | ÍEạ, E2: ««.‹ Sa), 

Iirong đó 2Í là ma trận vẻie ác. hàng %ịo Zạ+ se«e Ziao 

€) Mọi hàn! /(z¡, #a› .... Za) có các tính chất. q1). (3). @3) 
đều bằng định thức | -l { của ma trận .Í với cúc hàng là 
1s #2›ó s..+ 2a. Nói khác đi, định thức-| 4 | của ma (trân ¿l 
là hàm đa tuy Iến | tính linh hóa và chuẩn hỏa duy nhất của 
cúc hàng của nó. “ 

72. a) Dùng câu b) của bài Lrên, “HỆNG minh định lý 
về phép nhân định thức, 


b) Chứng minh rằng đði'với các hàm của ø vectơ trên 
một trường với đặc số khác 2, tính chất (2) ở bài trên 
(rơng đương với tỉnh thay phiên của hàm, tức là, 6 
[(%\<«« , se« 8y seo du) =— [(%: " họ 4 ssep lập ssað za) (2) 
đối với các 'vecLơ bất kỳ ,và (, j —= l,2,....q; is ÿ} 

-e) Xây dựng ví đụ về một hàn của ø vèectơ trên trường 
P vời đặc số 2, có cúc tỉnh chất Œ). (2'),(3) nhưng khc +g 
có tính chất (2). “sẽ - 

73. Điều điển định ——-. . 


&¡+Oo*z Hi: 4t... Hà % 
(2t :  “ ¿? tlạa +-+..‹‹ đạo + + 


= + 
_ >. “^^ § s °.ð' 6ä ở “c x"x`Ẳ% 


đa ¡ sêu « tna ng: = ... ° # 


thành một đa thức theo tũy thừa của z. - 

bỳ Chứng minh rằng nếu tất cả các phần tử của một 
. hàng (cộL) nào đó của định thức bẳuự đơn vị, thì tông các 
phần phụ đại số của tất cả các phần tử ‹ của định thức kiêu 
chỉnh đ.nh thức đó. - 

74. a› Chứng mìinh rằng tổng các phần phụ đại số của. 
tất cả các phần tứ của dịnh thức. - 


B= 


ft q tra ... " 


“bằng định thức 


L fĩn “nạ ... tan 


Ị > 1 s ....‹ ¬ 
đạ( — Œịi - dạ¿ — tạ se €ạn — tịn 


tay ..- dân! taạa — (ta ... tần — tíịn 


tĩny — (yy t n2 — JấY) ... tần luøï-~G4 ty 


b) Chựng mính râng tong cúc phẩn phụ dại so cua vét 
củ các phần tử của định thức không thay đồi rếu ta thêm. 
vào tất cả các phần tử cùng mội số. F 
75.a) Tìm quy luật thành lập. sbiều thức khai triền 
của cái « liên phân » cấp 0: 
§6, 3 5 «: ° Ô0 s0" 
—] qạ 1 M) .e« 0 -0 
0 


địữ¿ ... Œ,} —= : 
Xk. “ Ủ —1 đạ 1.... 


D 8ñ U 0D ... —i dạ. 
tức là biểu thị nỏ dưới đạng đa thức của đ, đœ¿,.... œa. Viết 
cải liên phân cấp 4, cấp ã và cấp 6 đưởi đạng khai triển. 
“ b) Thiết lập mối liên hệ giữa cái liên phản trong câu 
trên và phân số liên tục : 


1 (Œ (tạ ... đ„) \ 
đi ———“—__ = ——e 
: KG (œ tia ... (tạ) 

đŒ¿ +— : : 
l 
f1a ~Ƒ. 
+ ý h 
+ — 


76. Chứng mình rằng môi định thức dạug (Ồng quảt, xem 
như một đa thức của cúc phần tứ của nó, không phâu tịch 
được thành hai nhân tử mà mỗi một trong chúng là đa 
thức của cùng các ần với bắc kbác Ú. Nói khác đi. định 
thức là một đa thức bất khả quy của các phần tử của nó 


(rên môi trường tủy %‹ 


T7. Giả sử Ð = | đi | là một định thức cấp n >1, & tà 


: | 
số bất kỷ rong cúc số {, 3, ¬. Cr = <“ — 
KP BAN _ FT siêu 


ký hiệu $ - Sẽ Xuờy 'c+ là các tô hợp shập & có thể được của 
tì số 1, 2, ‹.. _) được 'đảnh số tùy ý. những không thay đồi. 
- về sau này 73 Me hạn có thể đánh số theo thứ tự tăng, 
dù điều đó:không cần thiết); 3ƒ;; là định thức con cấp &. ˆ 


của định thức Ð tạo thành từ giao điềm của các hàng với 
các số hiệu trong tô bợp 5; và các cột với các số hiệu trong. 


tò Hợp sụ =1: Đi ki CR: Á¡; là phần. phụ đại số của Mi 
trong 2Ð. Định thức của các định thức cọn cấp & của định 


thức Ø2 là định thức cấp Cï có đạng : 


M,y LUấY "... M vck 
Ä;¡ ÄIạ; ... 'M ,ck 


bí TQ xạ JfÍc kục 


... 


cÈt 


Ta đưa vào định thức Ất cấp CŠ thu được Lừ Ay¿ bằng 


cách thay mỏi định thức con ÀÄÍj;: bội phiin phụ đại SỐ A¡j 
của nó trong Ð. Chứng mình rằng 


a) Các giá trị của định thức Đo và Ấy khỏng thay đồi 
Khi thay đôi cách đánh số các Lò hợp, tức là khi hoán vị 
các LỒ Nếu trong đẩy #ị. $;...., Sck* : 


b) At = ĐA k+ 


noi k ck‹ 
c) Ấy. Ay ==Ø"? 


.^ 


d)AA —=Ð c5=i 


CC TC 

_- Av= pˆ>-! 

78. a) Tỉnh định thức P,=tl Øụ Ì ; trong đỏ Øø¡¡ =1. nếu ¡ 
chia hết ƒj và mi; =—= 0 nếu ¡ không chia hết t j. Tìm giả trị + 
của định thức Ởa== |L#u }, trong đó Giị bằng. SỐ các trớc 
chùng của các số ¡ và j. 

¡›) Chứng mình rằng định thức Ð;r=— |: LÚT. cấp n, trong ` 
đô dị, là trớc chung lớn nhất của cúc số ¿ và j, bằng (1) 
(2)... (1), tron đó $(Ä) là hàm Ơle, bằng số các số tự 
nhiên bé hơn & và TH tố với k: _ 


§3. HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN: TÍNH 


79. Giải các hệ phương trình sau : 


8)[2¡ +12 + Z¿ + vcCaa, = 0 
‹Xq — #¿ + 2Za — 2U¿ Ä+ 3zs = Ũ 
4q + +„ + dv¿ + . -+ 9s =- Ụ 

r 4) — #¿ + tạ — Ứ =E 271, == () 
Tt + #4 k 16+; + bu, 7 Tnng : = 0: : 

4a + +8 + = Ñ 

tị L3t;¿-r 3v __ =3- 

E %ạ “+ 2ta - 3x , = —2 

- #4 -+©32r¿-+3ra= 3; 


€)Íl2x,-+ đu 34. _®#4~+ tạ+ tạ=2. 
.} #r+ 2r:<+©. Co + x =0 
+#;+ +z -È 3a + _#@-E ty=3' 

Ì mrP +; +. +saS®+lr¿<SÐ xzạ=—2 
#f¡© +; ?„y- r; + 4y = 5: 


d), #: + 2z + 3+; + 4t; + 5#; = l5. 
2T, -†- . z; + 2rz +3tr¿ + dt; —10” 
2z, 2z; + #; + 2+¿ + 3+tz = II 
2z. + 2z; + 2y + #¿ + 2r; = 6: 
2z¿++ 2z; -E 2t; + 2z. +. .... 3. 

~80. Giải các hệ phương trình : 


` ẤM: SẺ z+c0+z+tie<a, 

_j *Z—u+z:+/:=b 
-'£e+Uu—z+:=eẽc 
_#+u+z—-:=d 

Ùì( +9) + by +z)=c - 

, je(/+:t) +b(z + z)=rễc' 
#” + t)+0'(z+-u)=c* 

- |#+cu+t.z+L. __`=. =,. 

trong đó a + Ò, a`© b', a` + Ù". 
81. Giải các hệ phương trinh: 
80)Í' +; +... +BLx*.,  mI 


đt£¡ + đ;+; +... đo c1 =Í 


a1 !#z¡ + 4312; +... đ3~!x¿ = (PT, 


Lrong đó đới, đa; .... đa đều khúc nhau; 


b) qa#4 +- D1; +... + bxz¿ = c¡ 
b+\( + 03; +... + b&, =—(x . 
ng, + DEZSE TT. MỆ 8, SE vại TT T 

trong đó (đ— b)[a +- (n— 1)b]*#0; 
©)ƒ aU + bœ =c 

c+ +- az. .—=Èb 
bz + cự =“ 


với qbe %0. ` 


- 82. a) Tum tam thức bậc hai ƒ(z), biết: 
ƒ(L)=—1!: ƒ(—1) =9. ƒ(2) = —3. 
b) Tìm đa thức bậc ba ƒ(+); biết: 


C—D =0. /Œ)=4. /3) = 8, (8) = 16 
- 83, Giải các hệ-phương trình : . 


xX>“—>— 
#®ạ— +a*+: t+t¿ạ=—3 
| #t ÐŠt; — 3r¿= Ì 
(_ —7t¿+3rz-+ *¿=—3: 


b) 2+: +3+az— #a + 5r¿= 0 
3v:i— #;¿ + 2ta — 7Xx¿= 0 
4z: + 4+ — Š.rạ + Bv¿= Ô - 
8# — 2Y¿ +- tạ —7+¿= 0; 


®¡Đ ft; 1a 24+ t7 

3xvị T 2v; + 34+ z¿ + 3rs= —2 
12 + 21t 2t + 6z = 23 

5+¡ + 4v; + 3t; + 3t¿,— KG, 


#¡fcO 27¿ — #a + #ạ—= 3# °*“ 
để, — 10%; + 5t — ðtg/ + -7zZ,7— 1: 
. | 2Z¡— 11s + 7Za — 7+¿ + 11zy —= —I1; 
©) 3T¡ + #a— 27a + Lạ — +„=1 
2tụ — #;¿ + 7Tạ— 3%, +- 5+s = 2: 
T1 —- 3+; — 2ta + 5ðZ¿— r = 3 
đi — 2t; +72 — 514 + 5z; = 3; 
Z¡ + 2z¿-++3Zy— z¿=—=1: 
3+¡-+ 2r¿T© ?;—2¿=1 ` 
2z¡ + 3*z + Z#as +-#¿ạ=1 ` 
2tr-+- 2y; +- 2+a-+o+¿ =1 à 
3Zy + 5.rạ + 2ra = 2a. 


46 


84. Giải và biện "luận các hệ phương trinh : 


a)(Àz+:u+ sac 
#-©ÀAU + z=À - 
x.ka du 93-43 


b) [ àz -E ` TA z+: TT 
#++Àu+ z+ tù 
z+ 0+ p  !=À' 
lui z®+ CS); 


c)! z + da + ¿°z= (9 
+ + bụ + bz = bỲ 

`. (#Z-+-c0+c?:=cỒŸ°; 

d)( x+  ø+ z=lI 
ax +- hụ-+—_ cz — d' 
dŠz +} bÊụ + c”s = d?. 


85. Giải và biện luận các bệ phương trình : 


a)(œx-+- _ y~+:z=4 
| z#-+- bu-+cz=3_ ' 
z+ 20 +z—4: 


b)( øxz +' by+- z=1 
_#+ au+ z—=Ù _ 


+-†. bu + ar=]; 


c)( az +. Uu+ z=m. 
«+ a+_z=n 
+ + :u+.4= p; 


đ)( z-+ aự+: a?#Z2—1 
-#~=- qụ +: abz =ua. - ` 
M-trd ng SN ni 
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86. Giải và biện luận các hệ phương trình: 


_8)( (A+3)z+u+2:... =À- 
` @r+o(À —1)/+=- _ = ĐÀ © 
la + 1+ +@+3)z=8; 1à 
b)( Az<+-AU +(A+1) BÀ - 2: ¬: 
ÀZ ~—+- ÂU + (^A — 1)z “-=.. ch ng vs 
CA + 1)v + Xu + (2À +3); =;, 


c) | Zt—#zz + X*¿ + +z¿=k. 
+tq “+ kt¿ — +a + Tạ — —xi 
#ị + #¿ + #a + 1¿ = —k- 
87. Giải và biện luận : 


a) 3kz -+ (2k + 1 + (&È + 1)z==k 
NV.” ÔNG - sử lẻ cư 2. ái (— SM =1 
(4k — 1) + 3*u + 2kz 


IS... . 


® + .U + E(a+ 1)z 
+ + (à + 1) +z “hy 
(a + 1)z+ Ụ +rz—dt + 348. 


qLv + bụ + 2z 
{ œ% + (2b — 1) 8. Re“ 
: 


88. Giải và biện luãn : 


3mz - (âm — 7) + t— E9 sóc x1 
(2m — 1)+ + (4m — 1) + 2mz = m -E 1 
4m+ +- (ãm —†?X + Ôm — 5)z'= 0; - 


xẾ (2m -E 1)#— mự -È (m + 1)z—=m—.1` 


(in — 2)+ + (m —'1)u + (m — 2)z = ím 
Lưu — 1}+ + (m— 1u+ (2m — 1)z=m; 


(4A — 1£ +(A— Dý + (À— z=—=— 
2(3^ + 1)z + 2À + (5À + kh #= 2 —À. 


89. Giải và biện luận : : tủ : 
a). 'Í (2c + 1)z—-cự — (c+ T—. j 


2n Đán bo +“ 1)z=1 Â% 


đey — (3e — 1)ự— (8e— 1)z=e.+ 1) 
( +:2)z— gu — 3c: =9;.. 
b)( 34A + 1+ + 3u + z =À++ _~ 
(1A — 1)£ + (^ + 1) + (2À — 1)z —= 2À + 2 
(5À — 4)z +-A+ 1)ự + (3A — 4)z=— 1ø 


©) | da -E, (2d — 1) + (d + 2) z 


: (4 —` Tự + (d — 8) ==1+d 
dư + (3d — 3) + (3d + 1)z=2— d 


đ) £ (3a — 1)+ -+- 2a + (3ä + 1)z= 1 
À: 2a+ + 2aụ -E- (3a + l)z —= : 
lê E 13+ + (ứ + 1) + 2(a + 1)z=a°. 


90. Giải và biện luận các hệ pùương trinh : 


+ .M)t¡r 12 + x: =1. 
hy Š -Ệ —dgi HỆ: ÿ lo” cm 
b) sĂ.. rào ° 
I + bụ Ụ +z=l 
+-ÿ +t+r=l“ > 
ax +  4+-‹z=ứư 
# -+- bụ +z=—DÒ 
tz--0 4+crz=vcv. 


191. Tìm điều kiện ắt có và đủ đề : mm. 
ma) ba điềm Äƒ tu VI): đÏ;(xx. Hs: - Xfa(xx, Ua) cùng 
nằm trên một đưởng thẳng ? 


4 


- LẦN.) Ba đường thẳng n 


địự ~ˆ bịU “+ tị =.U, 
-qạz—ƑE bạU -+- cạ = §. 
(3 -†Ð- bx1J -© ca = Ô. 
đồng quy tại một điểm? 
e) n điềm của mặt puẫng (tị, J¡), (tạ, _ vs Vcs tuỞ 
cùng nằm trên một đường thẳng ? 
đ) n đường thẳng trên mặt phẳng ' 


Ÿ.... .cc , 
12x + b„ụ + dạ = 


đạ£ t caU T© Da = 0. 


cùng đi qua một điềt +? 5 

e) bốn điểm khỏn; thằng hàng trên mặt phẳng (Z„. 04). 
(tụi gv)i (X¿, J¿)» (2ó Uy) cùng nằrh trên một đường tròn, 

f) bốn điểm 371C, Uị› Z4). Àf¿(*¿. Uại 73). Àf¿(%ä, Ứa. 
z4). 3/,(*~,. U,¿› z¿) cùng nằm trên một mặt phẳng ? 

g) bốn raặt phẳng 


gđ¡# + DtU + c¡z + dị =0. 
d®# + bzU + cạx + đd; = 0., 
dạ -† ˆzU + c„z +- dạ = 0, 
dạZ + bÐb„U + c„z -Erd, ~ử 
cùng đi qua một điểm? ˆ 
92. a) Viết phương trình đường tròn đi qua ba điềm 
không thẳng hàng (Z¡; Ø¡)› (£z, U2), (Z4, 3). 
b) Viết phương trinh đường tròn đi qua ba điềm (1, 2). 
(1 — 2), (0. —1); tìm tâm và bản kinh của nó. 
eY Chứng mỉnh rắng đường tròn đi đan hà điềm với tọa 


lam ÙŨ 


Š) Tìm ý nghĩa hinh học của mọt lệ bốn phương trinh 
tuyến tính ba ằn, trong đỏ hạng của tất cả các ma trân 
_ hệ số của ba phương trình và hạng e của ma trận bồ sung 

đều bằng ba ? : 

- 93. a) Viết phương. trình đường cong bậc - hai đi qua | 
năm điềm : ý. 2b vagseo h 


x.nn" (tạ› “ý. Œ vở thu đà: S= Ốc 
b)- Viết phương trình và xảẻ định đạng của đường 05ng # 
bậc hai đi qua năm điểm : 


(3. 0), (—3, 0), (. 6 FT: ( —0 $) (—z. _—8 s} 


.e) Viết phương trinh và xác định các yếu: tố của đường 
cong bậc hai đi qua năm điểm ; 


(0. 1), (+2. 0).(E 1, —1). - h 

94. a) Viết phương trình mặt cầu đi qua bốn. điềm : : 

Cr¡ vã Z4) tại Mai 73) V3, Ứa: Z3) (T¿i Uạ› Z4) không . 
cùng nằm trên một mặt phẳng. 

b) Viết piương trinh, tìm tân và bán kính của mặt 
cầu đi qua vác điềm: (1, 1. 1). (1; 1,—1), C1, —I1, 1): 
(—1. 0.0). 

95, liệ phương trình tuyến tính nào cho La: 

a) ba đường thẳng khác nhau trên mặt phẳng đi qua 
Hee điểm ® 

- b) ba đường thẳng trên mặt phẳng tạo thành tam giác ? 

c) ba mặt phẳng trong. không gian không có điềm 
chung, nhưng đôi một cắt nhau ?. : 

đ) bốn mặt phẳng của không gian tạo thành tử điện ? 

96. Xẻt tất cả các trường hợp có thê được khi giải các - 
hệ phương trình tuyến tính haiần và báân và trong mỗi 
trường hợp. giải thích ý nghĩa hinh học của hệ pvsng 
trình đã cho. - 
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9. 'rng minh rằng : 
`“) ' 1A một ma trận hạng r . gồm một bệ¬ -cơ bẩn 
các nưhic::: của một hệ phương trinh tuyển tính thuần. 
nhất và ÖØ là một ta trận tùy ý cấp r không suy - biến 
thị B1 ng là một na trận gồm một hệ cơ bản các nghiệm 
của hệ: ¡hương trình ấy. - 

b) Nếu hai ma trận 4 và € hạng r gồm cấp hệ cơ bẳn 
các nghiệm của một hệ phương trình tuy ến tỉnh đẳng cấp. 
thi một trong hai ma trận ấy là tích của một ma trận Ö 
cp r không suy biến với ma trận kia, tức là 4 = ĐC. 

98. Tin nghiệm tổng quát và hệ nghiệm: cơ bản của 
các hệ phương trình thuần nhất: - ——- 

a) ( Öxy¡ — 2#¿ + 2x; + ñ*¿ + 7t = 0: 

_ 9x¡ — 37: + 4za. Fã ŠZ, + 9# = Ö 
Öxr¡ — 2Z¿, +- Ö+a¿ — 7¿ “——= 1s = Ô 
3+ —Z: + 4vạ + 4z, — €;s =0; 


== () 


)›) ¬ _——% ==- 
4a —#Z, = 
j —#t + 2; —1. -: =ÙŨ: 


—Sa ++*¿ —ảg == 
. —<a : ..... —— 
s —#( +xs =Ô ; 
CC}, #yụ — #4 - + #s = 0 
{ T¿ —zZ4+.*s == 
tị — va F + 1z —*2s =— 0 
¬ —.~-... ch RP 
"”. —TZ(>+-; , =0 
d) -By =+-6#¿ — 2+xa + 7Z¿-+ 4zZ¿ =0 
% 2xụ + 3+¿— #; + 4z, + 27 =0 
Ta. ¬- 2+4 — 3+4 + 5%, -Ì|- 67. =0 


e) '8~y +-- 4z; sk- .+#a + 214 +-3z„-—0 : 
°.s - Ti +- 7z +- xẻ +-3z, +- 4z = : 0 
day _—. 5Z¿ + 3 La. + +4 ~ˆ 54s =0 
se Ệ 7#: TC 103¿ -' 1à + 6x, + 5z; =(0. 
99, a) Cho phép biến đồi tuyến tính ƒ: R*—= - RŠ xác 
định bởi ma trận sau trẻn cơ sở đơn vị: 
Yáct6 t 4 9 
¬. õ b) ` 
, “6 6-2 24 
1. —4 3 —i0 
Tin Xerƒf. Xáe định một cơ sở và đo đó tim số chiều của 
Kerƒ. 


b) Cho ánh xạ tuyến tính /: RŠ — Rẻ xác định bởi ma 
trận sau trên cớ sở đen VỊ: 


ý 3“ 3 â 
— —. — 
N. ¿e 1 —= ~- 
: , 1 —t.=, +{ Ì: 
: —Í_ ,23.- 1 —^2 


—=3 —2 2 


““ -.<« 


'“Nác dịáh Ker/Z. Tìm một cơ sở và số chiều của Xe. 
©) Cũng các càu. hồi trên đối với ánh sạ tuyến tính @: 
R —- RÍ xác định bởi ma trận sau trên cơ ®ỡ đơn vị: 


36 9 3 
... 
cC=|t 3 š5 4|. 

35 ?7 4| 

5ã 7 9 SỈ 


d) Cũng cúc câu hồi trên đối với ảnh xạ tuyến tính +: 
TH — RÌ xúc, định. hởi ma trận sau trên cơ sở đợn.vị: 


“. 4# n *. đˆỀWẰ: 
` 7.‹+s 01, 
L2 5.~4 6Ì 
Trong trưởng hợp này, có thể nói øi về ảnh xạ ? 
e) Với giú trị nào của đ thì phép .biển đồi tuyển tỉnh ƒ 
trong RŸ xác định bởi ma trận : 


§&@ 1T .Ì 
xxx.  gÐ N 1 
Ẵ. Š a 


sẽ là một tự đẳng cấu của R3? 

109. Chứng minh rằng : 

a) Tảp Ý tất cũ các nghiệm của một hệ phương trình 
tuyến Lính thuần nhất a ìn với hệ số thực lặp thánh một 
không gian con của không gian Luyễn Linh R", 

_b) Số chiêu của thòng gian Ý bằng n — ứr, trong đó ø là 
số ần và r là hạng của hệ phương trinh tuy ến tính thuần 
nhất. 

c) XŸ có thể xem đả hạt nhân của một. ân: xạ tuyến tính 
ƒ từ #” vào miội không gian Ltuyế ến tính thích trớip. Tìm -số 
chiều và xác định một cơ sở của le1ƒ. | _ 

101. Chửng mình rằng : “ước x.ei 

a) Nếu hạng ‹ của mọi hệ Khương lãnh tuyến tính thuần 
nhất bé hơn số ìn một đơn vị thì hai nghiệm bất kỹ của ˆ 
hệ đó tŸ lệ với nhau, tức là chỉ khác nhau một thửa số (có 
thể bằng 0). 

b) Nếu trong mìội hệ phương trinh: tuyển tính đẳng cíu› 

số phương trình ít hơn số ân một đơn vị thì có thể nhữp 


ISvsvy vết iásv+ tvs¿st kásHinah PÍÏyYG+ mưa đvbe /ŸTaeeee Di lý5ýs3 ìt€Sev ÍvéS% 


số bằng cách bỏ lần lượt cột thứ nhất, thứ hai.. và các 
định thức con đó lấy với dấu đan nhau. 


e) Nếu?nghiệm nói trên khác 0 thì một nghiện. bất kỳ thu 
. được bằng cách nhân nó “với một số nào đó. „ 


' 102. Tim điều kiện ắt có và đủ đề : 


a) hoặc tông của hai nghiệm. hoặc tích của một nghiệm. 


với số À s« 1 lại là nghiệm của cùng một hệ phương trinh 
tuyến tính? - 

b)ỳ một tÖ hợp tuyến tính của các nghiệm bất kỷ của 
một hệ phương. trình tuyến tính không đẳng sXp đã cho là 
một nghiệm của hệ đó? 


c) trong các nghiệm bất kỷ của một hệ phương trinh . 


tuyến tính tương thích, Ân z¿ luôn có cùng một giá trị? 
108. a) Tìm điều kiện ắt có và đủ đề trơng một nghiệm 


bất kỷ của một hệ phương trình tuyến lỒNH tương thích, 


än thứ & bằng 0. 
.b) Những giá trị nào có thể nhận làm ẳn trong các 
ughiệm bất kỹ của một hệ phương trình tuyến tính tương 


thích, nếu các cột hệ số của tất cả các ằn, trừ ần đầu, cũng. 


như cột các số hạng tự do đôi một khúc nhau chỉ bởi các 
thừa số bằng số ? 


c) Bao nhiều điều kiện khác nhau có thể được thöa mãn 
đề một hệ phương trình tuyến tính với nần là tương thích 
và chứa r phương trình độc. dập mà đối với chúng các 
phương trinh còn lại là hệ quả của chúng * : 


_104, Tim. các điều kiện để : 
-._a) trong nghiệm tổng quát của hệ phương trình : 
T2 U#-S+oaz + bt=Ẽ0 : 
—#.+ cz ~+_- dt — U) 
| Taz + cụ — e(i =0). 
bœ + dụ +~ez = Ú) 
có thê nhận z và £ làn ân tự do ? 


lễ 


Lá 


1U) Vị ĐHLCOHĐý tLa 6 


6 = hụ + cz-+ du +. eU : 
cẽ + du + eU -}- đ% 


Ụ —= 

£z = DỰ :. ˆ + du + cử +-'az. 
- ư=— bự + œ + `. #0 + qx _ 

ù = bự + cz +- du +- at 


có nghiệm kháê không ? 
c) hệ phương trình trên trưởng số thực : 
-_*À# + au + bz + ct = U 
—a+ + ÀU + hz — gt = 0 
—b+ — hJ + À:z: + ƒLI=U 
—cz -+-.gU — ƒz + »t =.0 
có nghiệm khác không ? 


CHƯƠNG 1II 
KHÔNG GIAN VECTƠ VÀ MÔOĐUN 


+ h -~-.-.. - 


Gia sử Á là một vănh shh đơn vị 1. Một tập \ zhý 
được gọi là mội znỏđ¿t trên :Í nếu trên Àf ta đã xúc định 
mệt phép toán gọi là phép cộng và với mỗi zZ € Ä, œ € A 
đã xác định một phần 'tử thuộc Ä/ gọi là tích của & vởi # 

và kw hiệu là az. sao cho các điều kiện sau - -thỏa mãn với 
mọi +, ÿ.+ € Àf, a,b€ 4: CN 


1. +-+ou=u+z.. 
_2.(r+u)+= W4 li ¬ 


3. lon tại U € đi sao cho U + + x, 

4. Vời z € 3ƒ tồn tại —^2' € 3f đề (—>).+ z = Ú, 

5. (ab) z = a(bz), ' 

6. (a4 + b)x+ — a+z + ba, 

7, 'y DI”\ ` Ông ng vác 

8. la... - XS 

Một tập. con -Ý + ó của tmòđun Àƒ được gọi là một mô- 
đu“ coi: của môđun Ä/ nếu bản thân V' là một mỏđun trên 
vành 44 đối với các phép toán cảm sinh bởi các phép toán 
cZa môđun 4Í. 

- Cho hai môđun 3ƒ và 3/” trên cùng một vành 44. Ảnh xạ: 

g:j/ — 3ƒ" được gọi là một đẳng cấu từ mỏđun Äf tới. 
môổtn Äf' nếu ø (+ + ) = ¿ (2) *È @ (0) (và + (az) —= 
=qe (+) với mọi zø,  € 1, q € 4l. Nếu ngoà Í ra @ là 
một đơn ánh, toàn ánh hoặc song ánh thì tượng tng ta gọi 
œ là một đơn cấu, toàn cấu hoặc đẳng cấu." 
- Giả sử Ý là một tập con của móỏđdun À trên vành AÄ. Ta 
gọi phần tử  € 4 là một tfö hợp tuyến Hình, của các phần. 
tử thuộc tập nếu gcó dạng . .. : 


hô: UY N 
x€S : "5 


trong đó ø, € 4l-và đấu ' có nghĩa là chỉ có một số. hữu 
hạn a „ “& Ú, Các phần tử øÿ được gọi là các hệ tử của tổ 
hợp tuy ến tính đỏ. Nếu g là một tổ hợp tuyển tính của các 
phần tử thuộc tập Š thi ta công nói U biều thị tugếo tính. 
được qua tập S. 

Tập. Lất cả các phần tử thuộc maðđun M là tổ: lụu tayEnˆ 
tỉnh của các phần tử thuộc tập con ö C M là một môđun 
con của 3í, gọi 1ä mòđun con sinh bởi tập Š và ký- :hiệu là. 
(S) và $ gọi là đp sinh của mỏđun cón đó. Nếu % chỉ gồm” 
một phữy. tử + thi môđun sinh bởi z đu } ký biện là &) 
và gọi lA zôđun xiclic hay móđun chính. 0S: 


=7 


>" Một tấp con $ của môđun Ä# được" gọi lă một tập độc 
lắp tuyến tỉnh nếu từ mỗi tỏ hợp tuy ến tỉnh của các phần - 
tử thuộc $ bằng 0,: suy 'ra mọi hệ tử _ bằng 0, tức là, 


Ẵ `. =0 kéo theo “` =0 với mọi + 6Š. Nều- trái lại, 


x€S5 - 

tập Á được gọi là kuẩy thuộc tuyến tính. Cơ sở của một 
môđun ðf là một tập sinh độc lập tuyến tính của 3í. 
Một mỏđun có cơ sở được gọi là một mỏđan tịc do, 


Giả sử ' là. một 1nôđun con của mỏđun đf. X/ 6cÈttn 
thương 3F[N là tập các lớp ® + N œ _. ÀI” với cúc phép 
toán  - 


(@œ + N) + CẢ†~t+ u)+~À. 
a (x +- Nìỳ= + + V. 


Một môđtutn trên một trường ? được gọi là một khô: gian 
Đectơ. À#u không gian vccLơ Ÿ trên một trường P có cơ sở 
là Š% th: lực lượng của tập Š được ký hiệu là din Ÿ= |Š 

và được gọi là số c#iều của Ÿ. 


Giả sử địn Ý =— ñn, và trong Ÿ dã chọn một cơ SỞ @,.... 
e,. Mỗi vectơ  € Ý biểu thị một cách duy nhất qua cœ 


sở đó : củ « 


. «6 = >. Œi¡fi. G¡ < ; LỚi 
=1. ` 
Các hệ- Lử:' đi gọi là các :ọa đó của + đối với ‹ cơ sở et..... 


ta Nếu ngoài cơ sở [“¡Ì. trong. V ta lấy Imỏt cơ sở khác 
, an. 


FAN. la có ứị = ‹ 2ij› của = 1, 2... 
j=l 


gọi tà mm trận chuyền từ cơ sở [c¡Ì sang cơ sở [t|. 

Hai không gian E và F trên cùng một trường ?' được 
gọi là đẳng cấu, nếu tồn tại một song ánh : ca. Sao 
cho với mọi z,' ụ và mọi z€ P ta có 


g(z + 0)=(+) + #0). 
g(z+) = xo(%). 

ICiong gian vectơ lrên đưởng số phức € Ì tiớc gọi “là một 
khỏng gian uiita nếu mỗi cặp vecto 7+, ý € E theo một 
thi tự xác định được đặt tương ứng với một số phức gọi 
là tíca ô “hướng của 4 và và ký "hiệu lÀ éI, /): thôa 
mãn các điều kiện : s : 

1° Ét, U) = Ó, #), 

2? (®t +} #;. J) — Cụ Ú TŒtạ. 

3%. (xa, J) —= xŒC, Ưỳ, 
_“!® Nếu Ø# #40 thị (+, z› > 0. : 
ÂNếu trưởng cơ sở là trường sẽ thực R thì không gian: 
“wunita É được gọi là một L không gían unita thực, hay 
không giần Ơclit. Lúc đó (ụ, +> #) trùng với Œ, +)' và điều 
kiện 1® trở thành (+, )=(.^). : 

Theo điều kiện' 4°, (v, +) là tnỘt sỐ thực đương * với mọi 
+ => l). Căn số học bậc hai của (z, +) được gọi là độ - dải 
chay chuän của vectơ ® và ký hiệu: là l| # ll= =+ Ví, +).. 


Hai vectơ +, thuộc Không gian trnita (ƠcliL) E được 
gọi lì đrực giao nếu (v, /)=0. Một hệ vectơ của £ 
được gọi là đệ đrực giao nều hai veclơ khác nhau tùy Ý 


~- 


.của hệ đỏ đều trực giao- với, nhau. Hệ vecLơ Ấ% tác #ã ° Aeề 


"không gian unita được gọi là một hệ GIÁ 3g chuần nếu:- ma 
ca Mở S4) vien p2 ® l nếu ỉ ¿ =j- „_.... h 
% 0 nếu £ej. sử SẾ CÁ 
'Quá trình trực giáo hóa hệ V€cLơ đị, đạ,.... ứ, là quá trinh. 
chuyển Dầu đó tới hệ vectơ mới by, song se. Đẹ .<Ã Nướng như 


Vu . 
SAM : bị =%, by = đ„ — } .i bụ, ; K $3: 6 trong đó 
k6. ` i=1 : 
._: d b ` - "` & Ñ - 
:a=. -S:Ô. ?—1,2...&k-—— 1 nếu Ö¡=<U và ái tùy ý 
. (ốp Ðði) — TY ướt và “Đ 


nếu x.a 0. ¿ ®à 
_g1. KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH 
105. Giả sử Á là một tập vỏ hạn tùy ý, V —=Z2(4) là 
tập tất cả các ánh xạ tử tập ‹l tới ! ưởng số thìụtc R. Ta 


định nghĩa các phép toán trên V như sat : với mọi œ € 3, 
f:j€ V và» €R: : .” 


`, +0)(@)=/G)+0). - 
“.'..... .. vs. 


= Chứng nhĩnh rằng "V7 là một Măng gian trên trường 
sở thực. R. 
_b) Giả sử lữ | +=—=1,9, m4 là một tập. con đến được . 
cúc phần tử của 4. Với mọi n=1.,2, ... la xét các ánh xạ 
đa: < Ÿ xác định như sau: - 
LAN 1 nếu đ = dạ, 


ƒ.(4) co | 0 nếu + La 


Chửñg` mỉnh rằng tập [ƒfa | + = 1. 2,...} là một tập độc láp 
tuyến tính: đa*đó Ý là một không gian vỏ hạn chiêu. 


1 UĐ, Q1iớa >»ưƯ £ 1l.vì ~ˆ.. Q2 ká %4 k2 &. t>ồ "“⁄ -- .~.—.... `, 


cho nào đó, Ý = Hom (41. P) là tập tất cả các ánh xạ từ, 
Á tới P. Trên V ta định nghĩa các pháp -\ tuân nhự. trọng n 
“bài tập 1085. àú lh 

8) Cung. mình Ÿ là thô. L không - gian - vectơ., trên - 
Liườa£ ? 

bỳ Giả sử a, là -nột phần tử cố định thuộc A. „'bhòng 
mỉnh rằng: _ 

tập ==Íƒ € Ý | /(œs)=U| là một khòng gian con 

của không gian Ÿ,. 

c) Chứng minh ứng F không -được "chứa trong không 
gian con thực sự nào của Ý (tức là khác V), 

107. Giả sử V là tập tất cả các.ánh xạ từ tập số thực R 
tới R, vởi các phép toán định nghĩa như trong bài Lập 105.. 

a) Chứng mình rằng Ý là một không gian vectơ trên 
trường số thực R. Trong khỏng gian Ÿ tập [ƒfa | a= 1, 2....Ì' 
với ƒs(£)9 = sin°t có độc lắp tuyến tính không? 

b)ỳ Trong V xét tập con £# các ảnh xạ / sau đây : 


n 
ƒŒ) = % + }) (4 còs kt + 0y sỉn &Q, 
: - k=t 
trong đỏ n là một số nguyên Xin đã cho, đụ, bị, ï =0, 
1,..,-10; j—=1..... n, là các số thực tùy Ý; Ủng mình 
rắng ;_É là một, không gian con của V, 


.e) Tìm cơ sở của Ế và Xảe định tdim-#¿::‹ ‹‹ =2‹«› 
108. Giả sử 44 là một tập con khác rỗng của x:ghông giát 
_ vectơ Ÿ trên mốt trung +*Guaug-mịnh rằng : <. 


a) 4 là một tập độc lập tuyển tỉnh khi và chỉ khi mỗ. 
tập con hữu hạn của tập 4 là một tập độc lập tuyến tính 
J) Nếu A là một tập độc lập tưyến tính và + V khốn: 
biểu thị tuyến tính được qua ha 4 thi . 4 v.|x| lề 
một tập độc lập tuyến tính. _:ẰS, 2a 


c) Nếu | Á:| > 2 thì Á là một tập phụ thuộc tuyến tính 
khi và chỉ khi tồn tại một phần tử a € .1 là tò bếp tuy ến 
tính của các phần tử tRuộc tập z:\ x[z. ch 
:⁄109. Giả sử V # {0} là một không gian vectơ- trên mót 
Đang... P, X là một tập sinh của khỏng gian TC hông 
mỉnh rằng: - 
¬a) Nếu SC— X là hột tập con độc lập li: tính thị 
trong Ÿ tồn tại một cơ sở sao cho.Š(Œ 8X. . 

b) Hai cơ sở bất kỳ của không gian Ÿ- có cùng lực 
lượng. 

-110. Cho E và # là hai không gian con hữu hạn ghiêu 
của một không gian' vecLơ V, Chứng minh rằng: : . 

- 4) Tông £-+ £ là một không gian hữu bạn: chiều v vã đim ` 
(E + F) +- dim (E A F)=.dim E£ + dim #, 

-.'b) Nếu đim ( + F) = đim (E ^ #) + 1 thì E + F 
trùng với một trong bai không gian con E hoặc Ƒ vài 
E^A F trùng với không gian con kia. 


“ 


\ 


111. Giả sử #, và E¿ là bai không gian con của một ` 


không gian vecto Ÿ, Chứng minh rằng : 
_a) W là tông trực tiếp của các không gian con E¡ và Ea 
khi và chỉ khí Ý = , + Ê;¿ và £É, ^ s. — 

Lúc đó ta nói #, là "0 trực tiếp cứa #; và ngược lại 
E; là bù trực tiếp của %t‹ 

b) Mọi không gian con #' của không gian Vcó g ao 
bằng U với một;;khỏng gian con £, của V sẽ được. chứa 
trong một không gian can là bù trực tiếp của Eụ 


©) Từ đó suy ra rằng mọi không gian con của khỏng 
gian vecto-V đều có bù trực tiep.-~ can keyeqeoolosgo.-‹e.,.Â 


-112. Giả sử „„¡ là tập tất cả cúc đa Lhức của # với hệ 
số phức có bậc nhỏ hơn hoặc bằng ø. Chứng minh rằng : 
ờng số phức, 
a) Ea.v là một. không gian vectơ trên trư 
Ni. cộng các đa thúc và phép nhân một đa thức 
với một số phức thông thưởng. 


l4¿ 


b) Các đa thức /g(2), Ø = Ú, 1,..., 2, thuộc É,„¡ mà bậc 
của f;(z) bằng p lấp thành một cơ sở của Ea„. Lưu 
¿) Nếu ƒ(#)€ Fa,¡ là một đa thức bậc ÀÄ < ñn thì tập 
CS — |g()< Ea. | 9(#)— ƒ(+). u(2)} _là một không - 
ke con của ,„¡ mà đim: Ø; = n—:k+ 1, còn tập. 

= |h(%) € ạd [ bậc h(t) € k— 1| '3 một không 
giìn con bù trực tiếp của 7. 


113. Giả sử A( là một tập con độc lập tuyến-tính của 
uiột không gian vectơ V và Ø là một tập con thực sự của 
tập +1. Chứng mỉnh rằng nếu + € là một vectơ không . 
biểu thị tuyển tính được qua tập Ö thi-tồn tại một vectớ 
ụ € 4$*VB sao cho tập SŠ= ; (IN) \/ {r| cũng là một kx. 
đọc lập tuyể ến tính. 


114. Giả sử Ý là một không gian vectơ trên một trường 
P mà địn  V = z. Chủng minh rằng : 


a) Lực lượng của mọi tập con độc lập tuyển tính của 
khỏng gian Ý không thê lờn hơn z. “ 


b) Khỏng gian V đẳng cñấu với khỏng gian E trên trường . 
P khí và chỉ khi địh Ý = đim E, 

-118. Giả sử P, là một trường con của trường P và V là ˆ 
mai không gian vecto trên trường P. Thế thì, và W „ : 
(\/,scoi là những không, gian vectơ trên trường Te- 


C¡ ứng mính rằng nếu s) 26A lñ tiột'EØ!'sở'của: không 


gan vectơ Lrên trường P và (8 “ — là một cơ sở: 


của Ỷ coi như khôdg- gian — rêu trường P, thì hạ 
Xu ty, u)€A X1” là một cơ sở của Y#- gian sưng 
lW trên trường Đ,. Šˆ. A5: SA cc, 


116, a) Chứng mỉnh rằng tập. tất cả các -ma .trận 
vuông cấp n với phần tử thuộc trường P lập thành một 
thông dian vectơ trên. PD, nếu các phép toán là phép 


cộng mĩ trận và phép nhân một ma trận với một phần 
. tử cửa trường P. Tim cơ sở và số chiều của không gia 
: -vectơ đỏ. T cải, II - 
-b) Chứng minh rằng tập con v của X. gồm các ma 
triển đối xửng, tức là đụ =ái là một - không gian. con 
-của- /: Tìn cơ sở vä số chiếu của không gian -⁄⁄t... 
. ` e) Chứng minh rằng tập con _⁄¿ của gồm các ma 
trảa phan đối xứng, tức là đ;¡; = — đ¡; là một. không gian 
~€on của không gian 1. Tìm cơ sở và số chày + của không 
gian -1ta-. : 
.đ) Chứng mỉnh xăng: „k= -2, ® TỶ 


117, Cho V-là Không gian vecty gồm các đa thức của z 
với hệ tử thuộc một trường Ð và bậc nhỏ hơn hoặc bằng 
một số nguyên dương n co trước, : : 

a) Chứng mỉnh rẵng 1, +ế,...; #* và 1, #—ø... ví — sa)” 
là hai cơ sở của không gian V trên trường P. trong đỏ z 
là một phân tử thy š của trường ?. 

b) Tìm tọa độ của vectơ ƒ(#) = a, + Kig +:..-- d,+~° 
ai € P, đối với hai cơ sở đó. 

_®) Tìm ma trậ.¡ chuyển từ cơ sở 1, Z, .... C*® tới cơ sở 1, 
z—“, mạ ,(x.— ø)°. 


118. Giả sử P*°,n>Lià không gian 'vectơ gồm các bò, 
n phần tử của trường P. Chứng minh rằng: 

.a) Các nghiệm của một bệ phương trình tuyến tính thuần 
nhất. lần “hạng: r..với hệ tử thuộc #® lập: thành một không 
gian con của khỏng gian #", có số chiều là d —=¡—r. 

b) Với mọi khỏng gian con Z của không gian P° mà di 
#⁄ =đtồn tại một hệ phương trình tuyến tính thuần. 
nhất n ần hạng " =n — đd vời hệ tử thuộc P? mà Lập các 
nghiệm trùng với. không gian con £ đã cho. ‹ 


.-Ö 119. Cho-V là một không. gian vectơ trên một trường 
Ð. Ta định nghĩa một đu (qj¿ tuyến tinh D. của khỏng 


B4 _ 


gïan Ý là một tập hợp có dạng D=L+=z.. . trong đỏ 
là một không gian con, của V. và %a. là một vectơ nảo. 
đó thuộc Ý. Chứng mỉnh rắng : 

a) Đa tạp tuyến tính Ð hoàn toàn xác, định "bởi không 
gian con £, cụ thể là 7 +ze= sc + + khi yÀ chỉ khí 
L := L, và #ạ— +¡ € L. tho : 

b) Nếu đa tạp tuyến tính: D=kL, * +.” ti D= —=L-+x~ 
với mọi z€ D. 

120. Ta định nghĩa SỐ chiền của đa tạp tết, tính. 

D=L++, là số chiều “«a không gian con Z. Chứng 
minh rằng : 
— a) Các nghiệm cỉ của một + ö6uoE trịnh. tuyển tính tương 
thích n ẫn hạng 7 với-hệ tử thuộc raột trường P lập thành 
một đa tạp tuyến tỉnh của không gian vectơ P", có số 
chiều là d — n—r. 

b) Với mọi đa tạp tuyến tính Ð của không gian P" mà, 
đim Ð = đồn tại một hệ phương trình tuyển típh... kết 
har. 7F" = n — d với hệ tử thuộc Ð mà tập cả: nghiệm 
rủ ,g với đa tạp tuyến tính Ð đã cho. „ 

121. Giả sử: V là một không gian aä chiều trên một tr trờng 
P, Dị và Ð; là hai đa tạp tuyến tính của khôLg gian V 
mà đim 2¡ = &¡, dim D„ = &;. Chứng mình rằng: - 

- 8) Nếu D, A Dạ #+ ó và Á(¡ + k;ạ > n thì 
đim (Ð,-ZA Ð;) > Rị +Đk, —n. 
_ b}Ø,vả 9; đước chúa Wioig Triệt ăa 1áp' tủyếb nh Ợ 
của VŸ mà AT. 
. _ đim Q<& &¡+ñ¿ạ +1 

122. Giả sử V là x.. không gian vectơ trên trường số 
thực Ä. 

Giả sử t ng 2 
=~ đe . #° : M :‹›. 
là & + 1 vectơ tùy ý của không gian V. 


Chứửn/ mình vằng : 
-a)“Tạập Ð tất câ các vectơ dụng. 


trong đó các số “NỶ “k thôa mãn điều xự 
cần .x : h 
.- lệ —^ gì 1 ... đề S%tk —= : . (3) 


lập lồ dŸ Ly xước: n4 tạp tuyến tỉi..3 của không gian vân V, 
chứa các vecLG #¿› 3, ss«e ky : " 

b) Với mọi đa lap tux ẽn'‡ ¬n Dcủa không gian vectơ 
mà đỉm  = # tồn tại một hệ vectơ Œ) $ so cho 'JÐ gồm 
tất cả cúc vectơ dạng (2) thỏa mãn điều “kiệt ý ¿ ) MNNu ` 

153, Giả sử V là một không gian 3 độc trên trường SỐ 
thực hoặc trường SỐ” phức. ta nói, tập con Äƒ của không 
gian là mộ! /ập lồi nếu vời mọi ÂÄy: #„.€- Äf và mọi số 
thực œ¡, zạ mà 0 € ơi <SX 1, 0K z;¿ <1. z¡ z2 = 1thì 
VCCLŒ #Z —= z¡#¡ + #;#¿ cũng thuộc 3ý. Chứng mỉnh rằng : 

a) Mỗi đa tạp Luyến tỉnh của không gian vectơ W tà một 
tập lồi. : 

b) Ä/ là một tập lồi khi và chỉ lthi với quọi số thực ¿ 
ø = 0 ta có: 
(@ + ø) M —pM + cM.- 


e) Giao của một họ tập lồi cũng là một tập Tồi. ` 

d)-Tòng của hai Lập lồi cũng là một tập lồi. - _ 
- 124: Tađịnh nghĩa baø lồi của một tập con -i của khòng 
-gian vectơ trên trường số thực hoặc trưởng số phức.là 
giao của tất cä các tập lồi của V chúa zl (xem bài Lập trên). 
Chứng mình rằng bao lồi của tập các veclz thuộc họ 
s2 V€A +ò Chỉnh là tập tất cả các. veclơ đạng - 


= „ 


"SG&A 


* 
T.ử 

“ 
‡< 


+ 


" đó mọi Ø4 > Ú và xà Da = 1: 
k v.v _.~,CÀA 
8, -Ta nói tặp con 3/ của không gian .veetơ .Ÿ..trẻn- 
trưởng Số phức là một (4p fồ[ tưn uệt đối ,nếu : : 
“ À1 + =M -.S, 
với mọi số phúc À. nÀC [ ` kỊ + Tự Tát l. 
Chứng mình rằng : 
a) Tạp 17 là một tập löi tuyệt đối khi xà chỉ khi nó là 
Một tập !öí và A4 —= 3ƒ với mọi số phức À mà |2. | = 1. 
b) Älỗi đa tạp. tuyến Lính của không gian V là một tập: lồi 
tuyệt đối khi và chỉ khi nớ là một không gian con va V, 
c) Giao của một họ các _tập lồi tuyệt đối cũng. là một 
tập !ối tuyệt đổi. 
d) Tòng của hai. tập lời tuyệt đối cũng là muột tập lỗi. 
tuyệt đối. 


§2. KHÔNG GIÀN OCLIT VÀ KHÔNG GIÀN DNITA 


.156. Giả sử E là một không gian tníta, £ và là hai 
vectơ tùy -thuộc:£. Chứng nìỉnh các bất đẳng thức 
sat đây : - 
- a) Bất dẫng thức. Còsi — Đunhiakôlpxxi : 

J t0) SIl2ll‹-i0ii› : 

trong đỏ dấu bằng. đạt Cuyy khí và chí khi và ợ phụ 
thuộc tuyến tính. - 

. b) Bất đẳng thức tam giác : 

lÍz + øII<lI*ll+ II øI|: hà 

127. Giả sử E là một không gian unita, e4, ea,.., œ4 là. 
một hệ veclơ trực chuẩn của không gian E. Chứng mính 
rằng : 


a) Nếu  € ÈE là một vectơ nào. đÓ, VÀ (A, cu) == du 
(k =1,3..., m) thi ta có bất đẳng thức Betxen : 
(+, 2+) ‹> | si? + [,#zl? + e + Í am | 
b) Điều kiện ắt có và đủ để hệ vectơ trực chuẩn ey, 
đ;, ... e„ là một cơ sở trực chuần của không gian Unita E 
là với mọi vecto z € E mà (+. đ¡) —=ø/( thì 


C, Z) = đi — #za;.~E . uớờn: 
128. Trong một khỏng gian unita Ÿ, chứng mính rắng: 
a) Àlọi hệ trực giao các vectơ khác không là một hệ độc 


lập tuyến tính. 
b) Nếu hệ vectơ +, Za, -.. Tm tực giao thì: 
[| #4 + #;¿ + «‹ + #al |? =, 
= | #/IlŸ + II #¿llŸ + --- + la ĐỂ: 

e) Tập F* tất cả các vectơ trực giao với mọi vectơ 
thuộc không gian con # của không gian là một không 
gian con của không gian E(#* gọi là bử (rực gi¿o của E). 

_đ) Nếu # là một không gian hữu hạn chiều thì 

(F*»“—=F.E=—=Fe@F*. | 
129. Giả sử E là tập tất cả các dãy vô hạn số thực 


#È = F Tiện Œ;. ..., Zø› ...) Sao cho chuỗi Là z2 hội tụ. 
. : °-1 9 S9 ẽ & W ”®se 2 3Ô 6œ t@& uất | 
Trong # .ta - nghĩa các phép toán nhừ sau : Nếu 
Ụ = (Ba, Êax se ý đáo cộ G và y là một số thực tùy 'Ý- thì 


+ -+ U = (đi >- k zz -E Ôạ› ‹---+ đa ¬EÔa, <-- ˆ= = 


"x = (Tai, Tạ: ...c? T#-ĩa: ..o Ấy ‹ +. Ụ ›= Xia cuÔa. 


n=1 


-_ñA 


a) Chứng mình rằng với các phép toán đó E là một 
be - gian Ơclit vỏ hạn chiều. 

-b) Nếu # là một khỏng gian con hữu liạn chiều e của 
'không gian E thì E = Gứ<. ˆ 

e) Tim ví dụ một không gian con # của Kẻ gian E 
mà (475) sứ "và E ++F@F°.--: 

130. Giả sử +„¿¡ là không gian vectơ sấo: các đa thức 
của ằn z với hệ số thực bậc < n, vé¡ phép cộng đa thức 
- và phép nhân đa thức với số thực. thòng thong, Chứng 
mỉnh rằng: - 

a) Nếu ta định nghĩa tích vỏ hướng trong Et+ì 
như sau: - .. x Tôi Ê 


- 
- 


2 .Í 1. . t s è 
(ý) = Ị ƒ(%) (+) dx, với mọi /, qg€ Es„y 


thì Ứ;.,, là một không gian Oclit. 
b) Các đa thúc Lơgiắngđorơ . 


1 
P,(t) = k. Pu(Z) = ra ¬y T —— “ — 1)*]. & = 1«‹‹.' 
lập thành một cơ sở trực giao của Eu„t 

c) Tim đô dài l| Pv(+) ||, & = ]1..... n. 
1" đ) Chứng ` Hinh rằng nếu ta đp, đụn# quá trình' trực 
giao hóa vào cơ sở 1, ,..., z° của E;„¡ thì ta được cơ 
SỞ - ZaCv). /\ŒC); ..› f/u(Ẳc) chỉ khác cúc đa thức MO 
tương ứng những hãng sẽ... 

131. Giả sử £ là một Không gian Ơclit tùy Ý, # là một 
không gian con của # và z là một vectơ đã cho. thuộc 
không gian £. i 
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Chứng¿iyinh rắng : 

a) Điều kiện ắt có và đủ đề vecLlơ #¿ € Ÿ lù auột-trong 
những vectơg thuộc / mà || — +, || tối tiêu là vectơ 
# — +¿ € F*(+— +, Lrực giao với mọi vectơ thuộc +). 

_b) Trong. # khỏng tồn lại hai veectơ #4 VÀ Z¡ mà 
|[# — +« || và || — Z¡ l[ đều tối tiểu. T - ˆ.: = 
l -e) Nều Ƒ là một khỏng gian con hữu hạn chiều của 
không gian # thì trong F tồn tại vectơ #„ mà || —-Z, || là 
lối tiều. Lúc đó ta gọi ||# —-#s || là khoảng cách từ ø 
lời £. 

132. Giả sử £ là một khỏng gian Ơclit, trong đó đã 
cho xmột hệ vecLơ độc lập tuyến tính ạ, đậy se TEEN 

Chứng minh rằng trong không gian £ tồn .tại một hệ 
vecLơ LÊN Lông ca thỏa mãn các điều kiện : 

a) Hệ {u¡ | = 1, 2,...} là một hệ trực chuẩi:. 

b) Mỗi veelơ Øa là tô hợp tuyến tính của cúc vecLơ dt, 
...... : 5 

Ủa —= Zs¿1Y( TC s22 TC «‹ TT đneta 
trong đỏ øa; =#=.Ú, : 

c) Mỗi vectơ, Ta là Lô hợp: luớu tính của cúc veclơ Ứạ: 
Đạ seo Ủa : : 
+u = BsuUi + PazỦz TP «+ TC ĐaaUa: , 
trong đó 2 3¬ ==ÚU. ^ 

-'1338;' Hai Cơ SỞ cỊ, €gø.... €w và ấu: /ại:..«: #k‹úị của một 
không gian Unita n chiều được gọi là hai cơ sở fitrơng hỗ 
nếu (e¿ ƒj) = ồ¡; (dấu ltrônecke).. ...3 
` a) Cuứng minh rằng với mỗi cơ SỞ Œx, .... B.- của một 
khòng gian unita ø chiều tồn tại đuy nhất một cơ. SỞ 
tương hỗ f- ‹-› /s trong không #ian đó. `... `”. Đệ, 

b) Giả sử Š là ma trận chuyển từ cơ sở e.... °a tới 
cơ SỞ ớ1, ... e. Tìm ma trận chuyển ?' từ cơ số 7q +... fs 


7U 


(tương hỗ của ¿#q,..., e4 tới cơ "sở ft: - sử _C tượng hỗ của. 


tị: .... & 

134. Giả sử £ là một không gian. Ơclit. z z xà là chủ : 
_véctơ, khác- không của E. Ta định nghĩa góc giữa hai- 
ve: + va: Ỹ: là TẾ ni 0<s S TẾ mà: Lan) Ông % X NA. 
k: cos@ — hv CAN DU cy 

.II® II -fÍ U Í : 
Chứng minh rằng : 

a) t—= sự, tạng đó 4z > 0 khi và chỉ khi góc: giữa x 

và bằng 0‹ 


b) z = sự, rong. đồ «<0 khi và chỉ khi -góc giữa z- 


và ÿ bằng z.. 


e) Nếu z s= 0 là một vectơ. thuộc. E và F. là một không 
gian con bữu hạn chiều của không gian Ơclit £ thì ' 


trong Ÿ tồn tại duy nhất một vectơ sao cho trong các 
góc từ z tới các veclơ thuộc F thì góc giữa œ và ụ là 
bé nhất. 

135. Ta định nghĩa định thức Gram của hệ vectơ Œụ› 
#ạo ‹ess. VẺ tràng một không gian Unita z là định thức _ 


CV ®ị) - (tụ, mạ) se. CỮy› #k) 
G(%\, 22 se: Tv).= = #) (a› v LÙ na C¿› #t›) 


®' e x. * sg§ *q@&„› @ * - * * 


tư #Ị) (Co 4z) s«~ (kẽ Zk)| 


Chứng. minh rằng : - ...~<>t 

a) GỆ£(, Xạ, .... Z,) >.0 và G(su. «+ iu) = 0 khi và chỉ 
khi hệ +. .... #x phụ thuộc tuyến tính. - - 
_ b) Định thức Gram không thay đổi khi trực giao hóa 
các vectơ #ựr, ... + nghĩa là nếu áp dụng quá trình trực 


giao hóa vào các 'vectơ #y,...., #Øx tñủ được hệ vectơ - 


Uq.«« .. 1k thì 
GỆt¡, «« Zk) =(Wti «« Jk) = (ÚỤ ĐỤC Gái aỳ se CU Uk}< 


# «+ đ|.-- 


3; vớ "3x. ' lan... na... ha... 


gian UnÉta E thị. 


G(2ạ, ce«+ 7Àh¿ hy ..sø th) S GÈ+,. m—— 4x). 6xx . ti)» k 
trong đó dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi hoặc (#;, g¡) = Ú" 
(Ì = 1, .... k ; j = I...... D) hoặc ít nhất một trong hai hệ 
#'1s«sess 8y Vũ gu. .«.. ỦI phụ thuộc tuyến tính. 

136. Giả sử Z là một. không gian Ơclit, # là một khóng 
gian con hữu hạn chiều của E và 2 =E +, Z#¿&€ E là 
một đa tạp Luyến tính của E. Chứng minh rằng : 

a) Vơi mỗi vecto œ € E tồn tại duy nhất mội veetơ 
u €G D sao cho khoảng cách || z#—ul|llà bé nhất so 
với các khoảng cúch || — 0u||, ðò€ Ð. Khoảng cách 
d — || — u || đó gọi là khoảng cách từ + tới đa tạp Ð. 

b) Nếu e¡, e¿, .... ev là một cơ,sở của không gian con È 
thì khoảng cách đ từ + tới đa tạp Ð — # + +, được tính 
theo công thức 


đ? P4 Œ(et, .... fk› tt — T2) ầ 
6%, ...,' ) ` 
trong đỏ G(*;, ..«ex) là định thức Gram của hệ vectơ 
€C1+ « .... .. 


| 137. Cho Elà không gian veclœ mà cúc vectœ là cúc 

- hàm số thực liên tục trên đoạn {0, 2=], với phép cộng hàm 
số và phép nhân hàm số với số thực theo định nghĩa 
thông thưởng. Chứng minh rằng ; 


a) Trong không gian # ta có thể định "nghĩa “tiền vÕ 
hưởng e của hai vectơ ƒ(%*), g(*) là 


¬-ẮẮ.- 
Ứ: 0 = [ fŒœ) 9œ) da. 
= 'ó . L x | | 
- đề biển £ thành một khỏng gian Ơclit. 


¬l 
1x2 


(na, m là các số nguyên đương tùy ) lập thành một hệ 
trực giao. do đỏ É là một không gian vô " chiều. 


e) Tập . tất cä củc hàm ƒ(œ) = =a.,+ ) #&wcos &œ + | 
k=1. : 
+ 8vSsin k+ là một không gian: con của không gian E, có số 
chiều bằng 2a -- 1. Tim một cơ sở trực chuẩn của,E. 
138. Giả sử # là một không gian vectơ trên trường số 
thực # được gọi là một không gian định chuần nếu mỗi 
vectơ z € được đặt tương ứng với một số thực gọi là 
chuẩn của z và ký hiệu là || + ||. thỏa mãn các điều kiện : 


lz jJ 3% 0. và || z || 0 chỉ khi z =0 


2.i|# + ølI<II#li+ II ||; vời mọi +, ụ<E. 
3. l «+ || — | « |. |Í # ||. vởi mọi số thực «. 


_ Chứng minh rằng trong một không gian Cịnh chuẩn E ta 

-eó thể định nghĩa được ¡nội tích vô hưởng đề cho 8 trở 
thành một không gian Ơclit có chuln trùng với chuẩn đã - 
cho khi và ehÏ khí chuẩn trong £ thôa mẩn điều kiện : 


l[ + gi + II — wll? = 2( ÍI # l|? + II g II). 

189. Hai khỏng gian Ơclit E và F được gọi là đẳng, 
cẩu nếu tồn tại một. song ánh @:  —~ thỏa mãn các 
điều kiện : 

- e( + y) = s() + e(/). 
.... ,ÿ(4+)  =so(r), 
¬- U, = (2), g())ˆ 


với mọ? +,  € , và mọi số thực œ. Chứng mìinÌ: rằng : 
a) Hai không gian Ơclit hữu bạn chiều là đẳng cấu khi 

và chỉ khi số chiều của chúng bằng nhau. ' k 
b) Hai không gian ỚcÌit cùng có cơ sở đến. được : thị 

đẳng cấu với nhau. vẽ 


r. 


§3. MÔĐUN - 


_ - 140. Giả sử 9 là một módun (rên một vành A- - Chứng 
;minh rằng :. - £ “Áo 

` Ta) Tập S = M dà 'mộU tập độc r2 tuyến tỉnh khi xà chỉ 
khị mội. tập con hữu hạn của Š độc lập tuyến - tính. ` 
bã -b) Nếu S là một tâp độc lập tuyến tính thì không có 
phần Lử. z nào của S là tô hợp tuyến tỉnh c của tập SXIz|: 
nhưng điều ngược lại không đúng: 

_„e) Nếu Ø là một, vành con: của vành -1 thì M cũng là 
'mộtL môđun trên Ở; và mỗi tào $C Xf độc lập tuyến 
tính trên 4 (tức là độc lập tuyến tính trong môđunn - M 
'trên vành 4) cũng là tập độc lâp dạ: tổ tỉnh trên: ÖØ nhưng 
se lại không đúng. “ nv 2x62 

- 141. Giả sử 3 là một môđun tự đo trên ` vành a 
với cơ sở là [“:Ì, ¡€1! Ä7' là một mỏđun trên 4, và|u:], iŒI 


là một họ phần tử tùy ý thuộc 3/'. Chứng mính rắng : 

a) Tồn tại duy nhất một đồng. tu @ : 3ƒ —» 1ƒ” sao cho 
ẹ(®¡) = ¡ với mọi (€ I.  *> i 

b) Hai mỏđun tự đo trên cùng một vành A mà cơ sở 
có cùng lực lượng thì đẳng cấu với nhau..: 

-142. Chứng mình rằng : : 

a) Tồn tại những môđun không có cơ sở. 

b) Một môđun tự do trên một vành 4 có thể chứa 


những phần tử w Sạ 0 mả tập š ;} không độc lập tuyến 
tỉnh. - 


143. kiöhdbs mình rằng : 
| .A) Môđun con của một môđun “xiclie nói chung không 
phải là một môđun xiclie. _ - 

b) Nếu 3/ là một mỏđun xielic trẻn vành số nguyên z 
thì mọi mỏđun con của mỏđun 3ƒ cũng là môđua xiclic, 


- 
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Chứng. mình rằng : 


+f 


À1d+*#£. Viiệt Séa ⁄/ (‹ ˆv26 Ai ˆ k2 SH kh CC SA sa 


a và œ là một phần tử thuộc MM. Ta: định nghĩa cấp 0(+) 
của phầu tử ø là tập tất cä các vi yŸ tử =€ 4 mà œ* = nhu 


cx`" 7" 


- * ...s. .... 


a) Nếu Ct) và (0) là các môđun xielic sinh bởi #, sek 
và (+) = (J} thĩ 0) = 0(4)- : ã 

b) Điều kiện 0(+) = 0(ÿ) không đủ đề (z)= (ự. 

©) 0%) là một xđêan của vành 4 và nếu xem A/0() 
nhìr một mỏdun trên vành ¿1 thí môđun xiclic (®) đẳng 
cft với môđuúa 21/0+). 

145. Giả sử 3ƒ là một. môẩun trên một vành 4; 3/¡ và 
Àf; là hai raôđun con của jf. Ta nói ả/ là tồn trực tiếp 
của các môđun cón ảƒ; và Äf; và viết ƒ — Äí, @ Äf;-nếu 


- mọi +€ 1 viết được một cách duy nhất đưởi dạng. 


# = 1ị¡ È Tạ. t,CÌI,, x¿C 3z. 

Lúc đỏ ta gọi 3, và M; là cúc hạng tử trực xứ dài cua 
Li@đun 3ƒ, . #6 

Chứng minh: rằng : - “ii 

a) Àlôđua Äƒ là tỎỏng trực :(@Jï của các môđun con Ä?y 
và 4ƒ; khi và chỉ khi jƒ; + Ä/„ = Äƒ và Mụ A3 [úl. 

b) Nếu ðƒ = Ä, @ #M, thì 1/, đẳng cấu với Äf|A/; 

e) Nếu Ä/, là một mỏđun con của móđun 37 sao cho 
mỏđun. thương Ä⁄j3ƒ, là một môđun tự đo với.cơ sở 
(0) ie1: và nếu trong mỗi- lới +¡ ta chọn nmiột phần tử 
H tủy Ý thí .ñö (i)¡c† tđôu làp tuyến - tỉnh trong, 3, và. 
Äƒ7 =À/,®1,.- trong : đó Àf¿ là. móđun con sinh bởi s. 
(0:)¡£+: : 


146. Ta xem vành SỐ nguyên Z nhữ một mg tiềm- 


chĩnh nó. Chứng minh rằng trong môđun đỏ mọi môđủn 


co: kháe 0 và khúc Z đều: không phải là bạng-tử trực - 


tiế D‹ 
k- 


~. 


147. Mỏđun 3ƒ trên một vành -1 được gọi là mỏđtur: đơn 
nếu Äf -3= [0] và äƒ không chứa mỏđun con nào khác [0| 
và khác 4í. Chứng minh ng nếu đƒ là một móđun đơn , 
trên một vành 4 thì: — - S 


s 'aÿ: hoặc aÀf =—= = {0 vởi mỗi sŠa và MU göm \ cổ. °) phần , 


tử, trong đỏ là một số nguyẻn tố; ˆ. 
- b) hoặc Äf =-4z với mỗi # s£ 0'thuộc Äf.' _ ah sa 
148. Giá sử J/ và Ñ là hai môỏđun đơn :trẻn một 
vành ‹4. Chứng minh rằng mỗi đồng cấu khúê đồng cấu 
khỏng từ móđun 3ƒ tới môđun Ñ đều là một đẳng cấu. 
149. Môđun }/ trên một vành A4 được gọi là một móđun 
nữa đơn, nếu mỗi mỏđun con của 1ƒ đều là hạng tử 
“rực tiếp. : 
“Chứng minh côn h 


a) Mỗi khỏag gian vectơ trên một trường P là một -- 


môđun nửa đơn trên Ø. 
b) Mọi môđun con của một môđún nửa đơn là môt mỏ- ' 
đun nửa 6nH: 


chứa. một môđun con đơn. ` 

dở) Mỗi mỏđun nửa đơn là tông trực tiếp của các môđun - 
con đơn của nó. | 

1ã0. Xlôđun 3ƒ trên một vành được gọi là một môđún 
hữu hạn sinh nếu M có một tập sinh. "gồm muột số hữu 
hạn phần tử. 

Chứng minh rằng : 

a)' Xtởđuth cơn 'cửa'một-mdởđun hữu hạn sinh có thê 
không phải là mỏđua hữu hạn sinh. 

b) Nếu X là một möỏđun hữu hạn sinh của một mỏđun 
Äƒ và mỏđun thương 3/|N cũhg là một mỏđun hữu tiạn 
sinh thì 3/ là mọt mỏđun hữu hạn sinh. ˆ 

151. Giả sử: 3ƒ là một mỏđun trên một vành 44. Ciứng 
mình rằng các điều kiện sau đây là tương đương: 


_~ 
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a) Mọi mỏđun con của môđun 37 đều là mmôđun hữu 
hạn sinh. 

b)Nếu ÄÍí, Mạ .. là cúc mỏđun con của môđuưn H) 
sao cho w 

ÄFị C Àl¿ c 
thi tồn tại một chỉ số n sao cho Ki = Ma SE sào 

e) Mẹi. tập Š => ố cúc mỏđuún con của 3ƒ đều chứa một 
phần tử tối đại (tức là chứa một raôđun con 3ƒ, sao cho 
với mọi W€SŠ$ mà ñƒ„CW suy ra 34 =N). 

152. Phần tử + thuộc một mỏđun ä/ trên mỏt vành 4 
được gọi là một phần tử tuần hoán nếu cấp.0(£) se 0 
(xem bài 144). 

a) Chứng minh rằng. nếu 4 là một vành giao hoán và 
-không chứa ước của không, thì tập tất cả các phần tử 
tuần hoàn của 3ƒ là một môđun con của môđun 3/. 

b) Tim ví dụ một vành giao hoán A có chứa ước của 
không sao cho điều khẳng định trong câu a) khé»g đúng. 

153. Giả sử 3ƒ, và đ/¿ là hai môđun con cửa môđun ÀÍ, 

Chứng minh rằng : 

a) Móđun thương 3fy|Àfì AM; đẳng c cấu với möđun 
thương (3/7; + 3;)|äf;. 

b) Nếu M,C M. Œ lí thị (MỊ]AF,)IGM;| Si ) dàng cấu 
với MỊ Mạ. ` : : 

154. Giả sử 4ƒ, Äf' và ðf"' là ba môđun trên cùng mội 
vành 4, Giả sử / là một đơn cấu tử À/” tới 3ƒ” và g là 
Imnmột toàn cấu từ đ/ tới Äƒ”' sao cho Im/ = = Rer0. ký hiện 
8 là nh xạ đồng nhất trên Ä7, 

Chứng minh rằng : “sa `... 
a) Tồn tại một đồng cấu @: 3/”—+Äƒ sao cho gọ = tạ“ 
khi và chỉ khi” tồn tại một đồng cấu tụ: Xf +" sao. cho 
th — ạt": | 

-b) Nếu thỏa mãn cúc điều kiện trong câu a) thì ta có 

ÄMf = Imƒ @® Rerụ = = ltcrg © Imẹ. 


CHƯỚNG BÀ ¿ 


ANH, XẠ. TUYẾN. -'TÍNH vÀ MA TRẬN. 


— 


~- 


=: Chơ- hai hông han, vectơ /# và _. trên. cũng: một 
trường Ð. Ảnh xạ ƒ: —>F được gọi là mọt ảnh xạ tuuến 
tính hoặc một đức sg cấu nếu với mọi _ ,ục E và mọi Cuuzế: 
ta cỏ ˆ Ệ | „.ãa 
'ƒŒœẶ+u)= fƒ(x) -+ F0). 

lÃ z+#) = s/(). 


Nếu F trùng với E thì ƒ được. đội là một 'giếp biến đồ£ 
tuyến tin/:t hoặc một tự đồng cấtt của không gian £. 
_ Nếu ngoài ra ƒ là một toàn ánh, đơn ánh hoặc song ảnh 
thì ánh xạ tuyến Ltỉnh'ƒ được gọi tương ứng là một toàn 
cấu, đơn cấu hoặc đẳng cấu. 

Ta định nghĩa hẹt nhàn Rerƒ của một ảnh xạ tuyển 
tính ƒ: E—£` là 


er/ = [a €EI ƒ(r) =0|. 
còn Imƒ = ƒ(E)-. 

Hạng của ánh xạ tuyến tính ?: E—~P được định nehĩa 
là dim 1m/ = dim ƒ(E), và ký hiệu là. rank ƒ. còn' số 
khuuết của ƒ kỶử hiệu là def ƒ được định nghĩa là đím 
Serƒ. 

Ký hiệu Hom E, #} là tập tất cả các ánh xạ tuyến 
tính từ #£ tới #. Với/, g€flom (E, P) ta định 6 ĐÀ 
f+-: g và ^ƒ,. cP như sau: với tw€ £ 


Œ +ø)(Œœ) =/(Œ) + 0): 

—.@ƒ)Œœ) =M@).. | : 
Thế thi / + và A/c€Hom CE, F) và Hom ŒE, +) là một 
hông. gian vectơ trên P. 


FẦ» 


NẽtU 0 cũng là mmội Rhong gián vếểctơ lrên 2£, vá 
ẹ€Hom (£, f), €Hom (P, G) thi ta định nghĩa tụ dạ. 
nh xạ từ E tỏi G mà : 

(2) (+)= = (9) với mọi +E. 
Thế thì tye€Hom Œ.G) 

Nết P xem là một không gian tuyến tỉnh ' trển¿chiiah nó 
thi mỗi ƒ/€Homi (E. P) được gọi là một hâm tuyến tính 
hay một đựng tuyễn tính trên E, và không gian vectơ 
¿*= Hom(£, P) được gọi là không gian liên hợp 
hoặc không gian đối ngẫu của khong gian E. Giả sử 
ƒ€ Hom (E, Ƒ`) và đdịn E= 0n, đn P cm. Trong E 
chọn một eơ SỞ #¡, %z, .... tạ và trong # chọn một cơ sở 
Ứyo Ứas-«.› Ưa. Thế thị ¬ : 


m 
7 | (xi) ă: k? Gị; Ù; ziị;€ Đ, ỉ _— 1, .... ñ. 


Ma trận ‹Í = (ii) gọi là "na trằn của ảnh xạ tuyến tỉnh f 
đối với cặp cơ SỞ ZÖt› «‹i 9u Và oi + án 


` 


t: ÁNH XAẠ “TUYỂN TÍNH CỦA CÁC KHÔNG. GIAN 
VECTƠ TÙY Ý - : 


= 
~. 


155. Chơ ân xạ tý từ không gian RẺ các bộ ba số thực 
tới chính nỏ sao cho 
ƒ(%.u. z}) = (a + 1) x 2+ + # z+(a+ Dược 
.N v +16 3105) 
trong đó a là - một số thực nào đó. 
a) Chứng tổ rằng / là một ánh ánh xạ tuyến tổn. 


Ôb) Với giá trị nào của a thì ƒ khống suy biến. (uc 
rankƒ =3) và với giả. trị nào của a thì ƒ suy biến ?- : 


- - x - 


T9 


- 


_e) Khi ƒ suy biến, tìim- Kerƒ và Imƒ. 

-156 Cho ánh xạ / từ không gian R4 tới không gian R 
đặt tương ứng vectơ # = lưu +: sạ: S0 mẹ với vect 
/ (x)€R” như sau : 

*ŸŒ) = (ai —%; + se, "Bài 3u 9 vÃ '$#x¿ — ch 

a) Chứng tỏ rằng ƒ là tột ánh xạ tuyế . tính và ti 
ma trận của ƒ đối với cắp cơ SỞ n, 0;€ RŸ sau đây 


= (1, 1, 1; 1} = (1, 1, 1) 

L1) = == (1, 1, 0) 
_ tạ = (0. 0, 1: 1)-..:.` 0aạ=(1.0/0) ~. 

Hy =—= (CD, 0 01): ` ;S. *x 


b) Tim rank f và def ƒ/. 

1ã7. Phép biến đôi tuyến tính ƒ\đối với Không § gian 
chiều Ÿ trên trưởng số thực đối với một cơ SỞ Ø¡, ê;, ê 
œ4 của Ÿ có ma tràn là 


`) # #1 ‹ 
%- 5 ft 9 
ñ =ƒ ®íf 
xẻ : 


à) Tùn Ker/f và limn/, ranh ƒ và def ƒ. 
b) Tim ma trận AÁ của ƒ đối với cơ sở 
tị—et, tạ — + £¿ Uạ—ei-+eaT+s ` 
uạ=‹((¡ + €¿ + é; + đạ. 

158. Giả sử ƒ là một phép- biến đồi tuyến tính cỉ 
một không gian hữu hạn chiều Ý trên một trường. 2, 
là. một không gian con của Ÿ, ĐH minh ng: 

a) rankƒ + def ƒ—= dim Ÿ..-- - 


“ b) Ảnh ƒ(L) và.tạo ảnh toàn phần ft) của khó: 
gian con È⁄ là các không gian con của Ÿ, 


c) đam L— def / < dim /(L) < dim ÈE. 

._ 8) dim <<: dim/~1 (L) < dim E + def ƒ.., 

e) ƒ là một tự đẳng cấu.-của V khi và chỉ khi ƒ thôa 
mãn một trong các điều kiện : (¡) rank ƒ = đỉm V, (ii) 
đef ƒ = 9. Giii) ƒ là một đơn cấu, (iv)/ là một toàn: cấu. 


159. Giả sử / là một phép biển đồi tuyến ĐÁP của một 
kbông gian veectơ V. Chứng minh rằng: - ' 

a) ƒ(V)= V khi và chỉ khi không tồn tại phép biến 
đồi tuyến tính g=«“0 của Ÿ sao cho g/ =0. 

b) Nếu Ÿ là mội không gian hữu hạn chiều và tồn tại 
phép biến đồi tuyến tính g của Ý sao cho ƒg là phép biếa 
đôi đồng nhất của thì ƒ và g là bai tự r đing: cấu đẳng 
cấu ngược nbau của Y, sốt 3 


160 Giả sử V là một không gian vectơ có cơ sở vô hạn 
đến được |z». n=— 1, 2,...Ì trên một trường P. Chứng 
mỉnh rằng : : 

a) Phép biến đồi buyện tỉnh ƒ của V xác định bởi: 
((XYas_¡)—=Ũ. /(Z¿a)}=2?¿ với mọi n1. 2... là. một 
toàn cấu từ V lên Y nhưng không phải là một tự đẳng 
cấu của Ÿ, ‹ 

-. b) Tồn tại ¡ một Xeu cấu gtừ Ÿ tới V sao cho sŒ) + Y 
tnà ƒg là ánh xạ đồng nhất trên V, 

161, Xét tập V các hàm z xác định trên trường số thực 
R bởi đẳng thức - 


` n 


_#(Ð) =4 ka * (eaeos kí rˆ Xuợn kÐ.. 


* 
.— 


trong đó n là má£ sốt tự nhiên đã cho; #k› Ôk < R. "*. 
a) Chứng tỏ rằng V là một Vu, gian vectơ trên R-và 


tim dim Ÿ. 
v 


B— $ã % . ' Ñi 


„ b) Giả sử ƒ là ảnh xạ tử Ứ tới V đặt tương ứng mỗi 
TỰ tử - w€ V với.phần tử ự =ƒJ (tr) có dạng /(?) — 


~= + Công 5), Chúng tỏ _rằng ƒ là gội ánh xạ tuyển 


tính và L/®-là ảnh : xạ đồng nhất của V. _- 
ˆ ›} Tim Ker/ và Imƒ,. | 
162. Giả sử V là một không gian vectơ, Ƒ tà một hỏng 
gian con của không gian V. Chứ nữŒ' minh rằng: - ' 
a) Tồn tụi một phép biến đổi tuyến tính ƒ của. không 
gian V mà lmƒ = L. 
b) Tồn tại một phép biến đồi nh tính ( của -không 
gian Ÿ mà erg— 2. ' 


163. Giả sử / là một ánh xạ tuyến tỉnh từ không gian 
im chiều È tới khỏng gian ñ chiều # trên cùng một trường 
Ð, và H= Kerƒ. Chứng minh rằng: 


a) Nếu L là một khỏng gian con của # mà dim 1=? 
và dim (1A H) = 4 tbì dim /(L) = 0 — 1- 

b) Nếu À/ là một không giãn con của /' mà dini (À/ A 
rxƒ(E)) = r thí dim/-! (3⁄/)= + HỊ — rank ƒ. 

164. Giả sử œ, ø là các phép biến đồi tuyến tỉnh của 
một không gian vectơ Ứ. Chứng minh rằng: 

rank (u + 0) S ranh tt — rank ø, 

rank (u, 2) ‹< min (rankR ứ, rank 2), 

def (u») <& dcf t — def 0ö. 


165. Giả sử E. Ƒ, G là các khỏng gian vec(ơ hữu bạn 
chiều trên mọt trường D,u: E >?, ø: P—>G là cúc ánh 
xạ tuyến. tỉnh. Chúng minh rằng : 


...® v 


~=  đim (u (E )^ Rer 03) = rank ủ — rank (uo), 


và từ đỏ suy ra răng nếu đỉm # = n thi max đN ranÈ 
ở + ranRØ—n) < rank (0u) < mín (rank H, rank ð). 


° 


16®. Giả sự ø là một &“bOng an vectởd tĩcn 1HnỌt trường 
®, u và ø là các phép hiện đồi tuyến tỉnh của E sao cho 
Kero C— Rer u. 

8) Chứng tỏ rằng tồn tại phép hiển đôi tuyến tỉnh : 
của sao cho ử = tơ 0. 

b) Giả sử là không giam xét thong hình học sơ, cấp 
gồm cúc vectơ trong khỏng gian 3 chiều xuất phát từ gốc 
tọa độ U. Ta định nghĩa ứ là phép chiếu mỗi vectơ lên một 
mặt phẳng P đi qua 0 và ø là phép chiếu mỗi vectơ lên 
đường thẳng đ đi qua Ú và nằm trong mặt phẳng P. Xét 
cải thu hẹp của +ð trên mặt phẳng Ð, hãy chỉ ra rằng Lừ 
đỏ ta đi tới định lý nào trong hình học sơ cấp. 

167. Giả sử e là một phép biến đồi tuyến, Lính của ` 
không gian vectơ Ý trên một trường P. Giả sử X=Ker 

g!”%, Y —Ker e'”!, 2= Ker ợ!, W =— ker c'*!, Chứng 
mì rằng : 

a)ZC W và 2(W)C Z 

b) Nếu {tứ ›.... n;]. |#: s« _ « ĐÌ VÀ [tt ,.... Uy Ðị sex Đụ 
U, ,... HA} là các cơ sở của X, Y. Z tương ttng thi 
ŠS= |H,.««, Ủ» ø(,) .c (((D,)}.là một lập. độc lập 
tuyến tỉnh và được chửa trong Y, 

168. Giả sử Pa, là không gian các đa thức của # với 
hệ số phức bậc < . Xét cúc “a thức (3) 0<#*< m 
như “; 

1y >1, 0uy(v) =z(c— 1) cái œ —“* + 1) nến k >0. 


~ Chứang..tỏ.rằng ,tồn. tại duy. nhất một phép. biến đồi 
tuyển tính W của Va,¡ thỏa mãn các điều " 
wi(vÈ) = ux(#), ® = 0, 1... 
và đó là một tự đẳng cấu. 


b) Xác định ảnh xa 'Q@ : VĂs: — VŸV,,;¡; như sau : vởi mỗi 
đa thức  € Ứ;„; ta đặt : š 


Le(9)] (#) = U(# + 1) — 5). 


Chứng tô rằng ọ là một tt biến đồi tuy ến tính. Tim 
IKere và lImọ, ` “ 

c) Hãy xác định xem ánh xạ tuyến, tỉnh đ =< n % tỳ p là 
ảnh xạ nào. _- 

.169. GIẢ sử Ÿ là không gian "tất cả các đa thức của + 
với hệ số phúc, /(£) l¿ một đa thức đã cho bậc r,. Vạ,y 
là không gian con của V gồm những đa thức bậc < ñ. 
Xẻ: nh xạ ẹ: Ý — W đặt lương ứng mỗi đa thức g£) 
€ Y với đa thức _ 

: q() = ƒ9'— f'0. 

trong đó /”, g` là đạo hàm của ƒ và g tương ứng..- 

` a) Chứng tổ rằng ọ là một phép biến đôi tuyến tỉnh 
của V, Tim Ker ạ và chứng tô rằng @CŸ,,¡) = c(Ÿ,). 

b) Giả sử ọ là ánh xạ thu ko» s Lrên Pạ.;. Tim 
rank e. 

e) lý hiệu Fpu+= = V;ạ„.¡ ^ ọ(V}). Chứng tỏ rằng 


F .ẽ ' „e2 nếu Đ => 7—=., 

sả . {0} . nếu p<r—1. 
Tìm đim # g„¡ "4 

-170. Giả sử V là một không gian vectơg trên trưởng số 
thực, vá V = @ jf là tổng trực tiếp của hai không gian 
t*®e0'+'và+2£ của ‹nó¿¿Ít hi. đó. -nỗi. .veclơ +€ V biểu điễn 
duy nhất đười đạng 'z =i y +zi W€L. z€ÌI. Ảnh xa 
tuyến tỉnh ƒ: V—x'V mà (Ct) = g được gọi là phép chiếu 
của V lên song song với Àƒ. Chứng mỉnh rằng : 

a) Nếu ƒ là phép chiếu lên 7, song song với 3ƒ và ø là 
phép biến đồi đồng nhất thị E—ƒ dã Mu chiếu lên 3 
song song với Ù. . s 

b) Muốn cha tồng =/ì “ ƒ¿ của hai vhần chiếu /¡ 
và /¿ là một phép chiếu thị ắt có và ắt đủ là 


í\ị fa=f:fì =e. - " Œ1) 


trong đỏ œ là ánh xạ khỏng. Nếu ƒ¡ và /¿ tương:úng là 
phép chiếu lên Z¡-sọng song với 3ƒ, và phép chiếu lên 
E; song song với 3ƒ; và điều kiện (1) thỏa mãn thì ƒ= 
= ƒq † ƒ¿ là phép chiếu lên _ = L¡ ® t“Ẫx song song với 
Xf—À1; ^ hạ. 

—e) Muốn cho hiệu g=j, — % cửa bái phép” chiếu T\ 
và ƒ¿ là môt phép chiếu thi ắt có và đủ là - 


f:fa=—= f: ñ› =Í:: -..-..... 
và lúc đó g là phép chiều lên !`= Lị Ạ M; song song 
với Ä/' = 1; @® +. : 
__ đ) Muốn cho, tích h =/fiƒ¿ của hai phép chiếu f và 
ƒ¿ là một phép chiếu thì điều kiện đủ là - 
"ÑÈ.Ñ =ïữtu: . (3) 


và lúc đó ñ là phép cbiến lên UÙ*' — £¡ AÀ ©¿ song song 
với 3!” = 3ƒ, + Äf„. Chứng tỏ rằng (3) không phải là 
điều kiện ắt có đề 2ñ là một 'phép chiếu. 


§ %, MA TRẬN - 


11. Cho ma "trận vuông cấp. hai trên trường số phúc k 


. F Sš- men ` 5 
TẾ „ LÊN, 


và giả sử 8 4 Úc °-NNđỘ: MO Keo Đm HIỂU 6, aere (đâN & 
a) Chứng minh rằn3 điều kiện ất có và đủ đề ma trên 


trên trường số phức 
: =[Ƒ 1] 
Ö- "TẾ. Ệ 


giao hoán với si (tửe là AB= : BA) là tồn tại một số phức 
kh 20421585206: 26-1a Tầng 


z 85 


b) Chứng Lỗ rằng Lập tất cá cúc ma trận trên trường số 
phức giao hoán với na trận ‹l lập thành một không gian 
vectơ hai chiều trên tr tờng số phúc. 


172. Cho các ma trận vuông cấp # trên một trường P: 


Tu(@ =1 + alj, D%b) = I + (bồ —1) lữ - ~ -~ 
trong đó a, b € P, as-U, b0. Ì s& }› ï là øìa trận đơn 
vị và íqy ià m‹a lrận có 1 lại giao của đòng ¡ cội j còn các 
chỗ khác bằng U. Chứng minh rẵng : 

a) TT! (4) Ỉ +!(b) T ¡(4) T,u(b) = T;y„(ah) 
với ¿, ÿ, & khác nhau kừng đôi một. = 

b) Mỗi ma trận vuông cấp z¡ trên Ø2 biều diễn được đưởi 
dạng Cụ ‹.. €, ĐạCb) €;„¡ ‹« vs trong đó Cụ là đcc ìna trân 
Tịi với ¡, j nào đó. 

173. Ta định nghĩa phép biến đổi sơ cấp của một ma 
trận 4 trên một trường ÐP là phép biến đồi thuộc một 
trong cúc dạng sau : 

(a) Công và2 một dòng (côt) một đồng (côL) khác đã 
nhân với một phần tử a € Ð. 

(b) Nhân một đòng (cộL) với mội phần tử ở € Ð, b < 0. 

(c) Đồi chỗ hai đòng (cột). 

Chứng mính rằng cỏ thề thu được các phép biến đồi sơ 
cấp của 4 bằng cách nhân bên trái boặc bên phải 4 với 
các ma trân T;;¡ (2) và Ð; (0) trong bài tập trên. 

174. Cho 2i và Ø là các mìa trận vung cùng cấp trên 
trường số thực. Ta định nghĩa cế( của A là tòng cúc phần 
tử nấm trên đường chéo chính của ma trận s3 và kỷ hiệu 
là ø(4). 

Chửng mính rằng: . | 

.a) o(A8) = u(B4). : 

bỳ Đẳng thức — . 
. 0Ð — DA =í 
kbỏng thỏa mãn với bất kỷ ma lrận 21, Ö nào. - 


175. Chứng mính rằng nếu chỉ hực hiện các phép biến 
đồi sơ-cĩp trên các dòng (hoặc ciỉ trên các cột) của một 
xa trận không suy biến 4A có thể đưa nó về ma trận đơn 
vị Ï, còn nếu áp dụng những phép biến đồi sơ cấp Lrẻn A4 
đó vàð'mwrtrận ï (theo đủng thứ tự ta đã thực hiện chúng 
trên 4) thì ta sẽ được ma trần 1~1 là ma trận nghịch đảo 
của 4. ' 

176. Dùng phương pháp "ng bài trên để tim Suờgg 
đảa của các ma trận : 


1ˆ2'3«ã—l. à 
5 6 3 —l UÚ 1 2..n—2-n—I 
c| 1 4 5 13j p_|j0 0 1..n—3 n—2 
~_.:. b8 5 % l4. 6 sả SẼ mài 
1c. 1-9 0 ¿„-1 +5 

| 0 00... 0.1 


177. Giả sù 4 là một mìa trận vuông cấp ¡. Chứng minh 
rằng: ~ 
a) Điều kiện ắL có và đủ đề tồn tại ma trân B1 D sao 
cho Á8 = 0 là ma trận 4 suy biến (tức là | A |= 0). 
b) A giao hoán với mọi ma trặñ vuông cấp n khi*và chỉ 
khí 4 là ma trân vớ hướng, tức là A4 = dÏ. 
178. Ta định nghĩa bạng của ma trần 41, ký hiệu s° Tạ. 
là số các cột độc lập tuyến tính tối đại của A. ....- sẽ 
.a) Chứng minh rằng hạng của 21 bằng cấp cao nhất e của 
cúc định thức con khác không của A. . 
b) Nếu ánh xạ tuyến tỉnh ƒ: E=Ƒ đối với một cặp ‹ ờ 
HH nào đỏ của cúc không gìan hữu hạn chiều có ma trận 
là 1 thi rank ƒ = rạ‹ 


< 


R7 


_¡€) Nếu -1 và PB là hai ma trần cùng cấp, € = 4i + 8 thì 
Tc <rn.+ra.. ( 
:. đ) Chứng minh rằng ma tr ận 4l bạng r có thề biểu, diễn 
"tượg dưới dạng tông của r ma trận hạng † nhưng không 
-biều diễn được' đưới đạng lòng của it hơn r ma trận như . 
vậy.' 
.179, Chứng mình rằng : 

a) Nếu ⁄l — BC thì r„ < min Œq› re)- 

_ b) Nếu 4 là một ma tràn<ỡ mm *n thì rạ = " gộ và chi 
khi 4 = ĐC, trong đó Ð là ma trân cỡ m x r. € là ma 
trận cỡ  X nvàrpn=rc=r. ˆ ủ 

=e).Ma 'trận-vuông 4l cấp n mà r„ = r biều điển được 
đướởi dạng Á = PñR, trong đó P là ma trận vuông. không 
suy biến, là ma trận tam giác mà r phần tử đầu của 
đường chéo chính bằng 1 còn nhữnà phần tử dưới đường 
chéo chính và những phần tử của a—r dòng cuối bằng 0. 

180. Giả sử 41 là một ma trân vuông cấp 2. 

a) Chứng minh rằng nếu ÖØ là một Ta trận vuông cấp ứ¡ 
sao cho 41 = 0 thì r¿ + rp <n, và có thê chọn ma trận 
_8 sao cho rạ -+- ra —= k với # tùy ý thỏa mãn r; < *X<ñn. 
__b) Nếu A? = [I thì 71,; + ri..==ñn. 

- 181. Cho ma trận vuôiig +44 cấp n > 1. Ta định nghĩa ma 


trận A liên kết với ma trận :Í là ma trận mà phần tử ở 
„dòng { ‹ cột j là phần bù đại số của phần tử nằm ở động j 
cột ¡ của A, 


a) Hãy xét xem khi r„ thay đòi từ 0 tới n thì r.^ thay 
đôi như thế nào ï ? | 
| b) Chứng minh D VÊng MÀ = Al=láa ] F, | 
T , (Ä)= Lá 4|2~?.1 nếu 3, 

) 


(A = 4 nếu n =9. 


se, 


Mr, 


182. Hai na trận +41 và Ð cùng cỡ m >‹ n được gọi là 
tương đương nếu tồn tại các ma trận vuông không suy 
biến ? cấp mm và Q cip n sao cho Ö = - PAQ.` NHỆNG minh 
rằng : : 

. a).Khi thư I hiện cáe phép. biến đồi sơ cấp trên ì ma trận 
Á ta được một ma trận tương đương, với 4A. : ‹ 

_b) Hai ma tr ân cùi cỡ lương đương khi và chỉ khi 
chẳng Có cùng nạng. 

183. Xa lrận = 4 [Z¡¡]} vuông cấp 7z: được gọi là ma trận 
tối xửng nẾU địi = đj¡, và được gọi là ma hà án ì phần đõi 
Tứ¿u, nếu d¡;¡ = —d;¡. Chứng: minh rằng : 

a) Mọi ma trận vuông A biểu diễn được một cách duy 
nhất đưới đạng 4 — Ö + C, trong đỏ Ö là ma trận đối 
xửng, € là ma trận phản đối xứng. 

b) Hạng của một ma trận đối xứng hoặc phản đối vữn 
bằng cấp cao nhất của các định thức con chính khác 0 của 
nó (định thức con chỉnh là định thức con lập nèn lừ các 
dòng và các cọ với chỉ số giống thau}. : 

e) Hạng của. một ma trận phắc đối xửng là một số chẵn. 

184. Giả sử 2l và ÖØ là các ma trận đối xửng cùng cấp. 
Chứng minh rằng: 

a) Tích 41 là ma trận đối. xứng khi và chỉ khi 4Ð — BA. 

b) Ma trân C=— AĐAĐB... ABA là ma trận đối xứng: 

c) Nếu 44 không suy biến Lhị ;41~* cũng là mạ trận đối 
xứng. _„ R 

185. GiẢ sử A và Ø là các ma tr ản phần đối xủng cùng 
cấp. Chứng mính rằng : 

a) Tích -1Ø là ma trận phản dối xửng khi và chỉ khi 
.1Ð —= —A. 

h) Tích 31 là ma trận đối xứng khi và chỉ khi .iØ—= ĐA, 

c) Nếu .1 khóng suy biến thì z\~? cũng là ma trận phần 
đối: xứng. 


vớt 


186. Ma trận vuông 2 = [dj] cấp n với phần tử là 
những số thực được gọi là m« ứrận trực giao nếu ẢA' =1, 
-trong.đỏ 4' là ma trận. chuyền vị của A. ï là ma trận đơn 
vị. Chứng mính rằng : 4l là ma trần trực giao hi và chỉ 
khi .d thôa mãn một trong các điều kiện sau : 


"SG n 


° | 1 nếu ‡ = ÿ - 
äa) - xi SG Ồi; =: 
) À, thị thị lu, Phr« l3 
k=1 


Š¡; được gọi là ký biệu Krônccke. 


h 
b) Là Œx fax = Ồ¿¡. 
, k1 | 
c) J 4 |=— +1 và mỗi phần tử của 41 bằng phần bù đạ 
số của nó nếu |2 | =1 và ngược dấu nếu | Á k— —I1 


đ) Nếu n >3, A @© 0 và mỗi phần tứ của Á bằng phầ: 
bà đại số của nó. 


-e)Nếu n > 3, A =@ 0 và mỗi phần tử của 41 là Xu s 
thực trái đấu với phần bù đại số éủa nó. 

-187. Ma tràn vuông 4= [4;;} “ấp n với phần tử lu nhữn 
số phức được gọi là mmư trên trnita nếu Á21° — Ï, trong đ 


A =[j). Chứng minh rằng A là ma trận unita khi và cÌ 
: khi thõn man một 3 cúc điều kiện : 


_&) | An 
—g k1 
-. M 


b) Là địv (HA = ðj,. 
k=1 


188. Chúng minh rằng: 


a) Tích-của các ma trận trực giao Cuniia) lại là tội § mai 
trận trực giao Cunita). 


bỳ Nghịch đảo của m2t ma trận LriựC -giao MÔN là một 
ma Lrân (rực giao. (unila)... ¬ 

189. Ma trận vuông 4 được gọi là ma trận đối ko 
nếu ;1? —= ï. Chứng minh rằng một rna trận có hai trong 
ba cính chi đối xúng, trực giao, đối hợp thì nó cũng có 
tính chất thứ ba. ˆ' | 

190. Ma. trận Á được gọi là ma trận (ữy đẳng nếu 
41 = A1: Chứng mính rằng nếu 1⁄1 là ma trân jãy đẳng thì 
8= 21_— Ï là ma trận đối hợp và ngược lại nếu Ø là 


ma trận đối hợp thì 4 = = (ñ + Tỳ là ma trận lñy đẳng. 
191. GiẢ sử: X là tập bợp tất cả cúc ma trận cổ /n <n 
trên trường P dạng 4i = dĨ¡, 1< ¡<S m. l< j<%®'.a€P. 


Chọn một ma t:ần ? cỡ ? X m trên ?P và định nghĩa 
phép toán (0) ta X như sau: với 1, Ø €ẤK: - 


4o = A TT ÖÐ. 
Chứng minh rằng : . 


a)- EQ.ERK (6 v2 TIẾP NHỆNH 


b) Nếu mỗi dòng và mỗi cột của 7' đều chửa phần tử 
khác 0 thì với mỗi 4 € Ấ tồn tại Ở <£ sao cho - 


loØoA=d và HBo.1o Ð—= 5. 


c)ỳ Nếu mọi phần tử của T đều khác 0 thị với 4á 2> 0. 
?} ụ thuộc Ấ ta có Ảo B`z» U 
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§3. KHÔNG GIAN CON BẤTBIẾN _: 
VECTƠ RIÊNG VÀ GIÁ TRỊ RIÊÑG 


192. Giả sử œ là một phép biến đồi tuyến tính ' vấn 
không gian vectơ 'Ứ, L là Hoà không gian con của V bất 
biến đối vời ø. - 


Chứng n.inh rằng : °-Ố 4 

a) Ảnh e(L} và tạo ảnh toàn phần @*L) cũng bất biến 
đối với e.. s 
- b) Nếu /Œ) là một đa thức nào đỏ của f thi ¿. cũng bất 
biến qua phép biến đồi tuyến tính /(e) của không gian Ẳ 

c) Nếu e không suy biến thì -1 cũng. hết biển đối với 
phép biến đổi tuyến tính e"!. 

198. Cho không gian 2 chiều Vạ trong đó đã chọn một 
_CƠ SỞ #ị, «.`ớp, Và @ là một phép biến đồi nhuận tính 
của Vạ. 

Chúng minli rằng : 


| a) Ma trần của e đối với cơ sở đã cho có dạng [ 


- 


4, Đ} 
0 4,] 
trong đó 21 là một ma trận vuông cấp k <hn., kbi và cùỉ 
khi không gian con sinh bởi & vectơ #‡. .‹‹+@y bất biến 
đối với e. 


b) Ma trận của đối với cơ sở }đ§ cho có dạng P Ậ "Ì 
Sr. 


trong đó À; là một ma trần tuông cấp k <n", khi và chỉ 
khi không gian -con sinh bởi  — k vectơ ew,› -‹‹› œa bất 
biển đối với ø. - - — rẻ 


e) Ma Hận của e đối với cơ sở đã cho có tạng In .Í 
2 


trừng đó su là một mạ trận vuông cấp k < n, khi và chỉ 
khí cả hai không gian con sinh bởi cúc vectơ ø¡› -‹... 4x 
_*VÀ CÁC VCCIƠ @y¿1e...«. œ„ đều bất biến đối với œ. 


a2 
Ñ 


19%. Cho một phép biến đôi tuyến tính 2 của một không 
gian vectơ W và gi3 sử đối với vecfơ z&€ Y ta có s*(z) =0 
nhưng cF~l{z) =- 0. Chứng minh rằng: -. 

a) Tập $ = Íx. (4)... *!{a)| độc lập tuyến Lính và 
không Liêm con WW sinh bởi Lập Š bất biến đối với ọ. 


_b) s= ọ | W Cánh xạ thu hẹp của @ trên YV — › là triột 
phép biến đòi tuyến tỉnh lũy linh chÏ số & (tức là ` ==Ú, 
tr! s&¿ Ú), và đối với :›c sở W của ŸV ma trận của @.có 
-IIM | 


UÚ,1:0 ¬) 
Í 0'0 1 .¿ 9 
Ù Ớ-U % 1 
0 00 0 


195, Cho œ là một phép biến đồi tuyến tính của không 
gian vectơ z chiều ta Lrên trường số. phức C. Chứng 
minh rằng: 


a) Mỗi không gian con 7 của Ÿ„ bất biến đối với @ đều 
chứa một không gian con mọi chiều cũng bất biến đối 
với @. 

b) Nếu V„ chỉ chứa một không gian con một chiều bất 
biến đối với ø thì V„ không phân tích được thành tồng 
trực HẸP 4 cua đai không gian con (khác 0) bất biến đối 
với t0.“ : ^~ 

196. Cho`V là không gian các đa thức ậệc & ncủa 
ằn + trên trường số thực, ọ : V —> W là ánh xạ biến mỗi 
đa thức thành đạo hãm của nó. 

8) Chứng minh rằng ø là một phép biến đồi tuyến tính 
của không gian .vecLơ V. 

b) Tâm tất cả các không gian con của Ÿ bất biến đối 

với + ` 


= 
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©) Tựn tất ca các giá trị riêng và các -_vSi rièng cua 
›hép biến đồi tuyến tính ¿. _ “ 

197. Giả sử phép biến đồi tuyến tỉnh @ của khôi.g 
gian R# đối với cơ sở đơn vị có ma trận là , Ấ 


- 


-Ð‹‹ -Š-- —1 ..—ä5. 
A = | —2 N) 1 
\ 4 —=Ì =—l1: 


8") Tìm cúc giá trị riêng và vectœ riêng của phép biếu 
đồi tuyển tính ẹ. 

b) Tim một cơ sở của R3 mà đối với nó ma trân Ö của 
phép biến đổi tiiyến tính ø cỏ dạng tam giác. Viết ma 
trận Ö đó. 


e) Chứnc tỏ rằng Hng lất c các cơ sở Lhôa mìãn điều 
kiện của câu CB) có it nhất một cơ sở mà đối với nó ma 
trận Ø có ngoài đường chéo chỉnh chỉ một phần tử khúc 0 
và bằng 1. Viết ma trận Ø lúc đó. 


198. Gia sử phép biến dồi tuyến tính của không g gian n 
chiều Ứạ trên trường số thực đối với một cơ sở nào đẻ 
có ma trận là A. Chứng minh 7ăằng : 


sa) Đa thức đặc trưng của e có dạng. 

ƒ(A) =(—^)*°+ c(¡((—))*”! + cÍ(—^)*” + .« + cá 
trong đó cv là tồng cửa tất cả các định thức con chính 
cấp £ của ma trân 31 (định thức con chính là định thức 
con mà chỉ số hàng và chỉ số cột trùng nhau). '-'* 

b) Tồng của tất cả các giá trị riêng của ẹ bằng: vết củ: 
ma “trần 4 (tức là Lồng các phần tũ trên đường chéc 
chỉnh), cỏn tích của tất cả các giá trị riêng Ó của s bằng 
định thúc của ma trận: 4. 

-©) Tập tất cã cúc vectơ riêng của œ ửng với một pnn tr 


riêng *~„ cùng với vecLœ không sẽ lập thành một Không, giat 
con bất biển đối với q. 


a4 


199. Giả sử đa thúc đặc trung sửa ma lrận :Í vuông 
ấp n với phần tử là những số phiức Lùy ý có nghiệm 
lặc trưng Ào bội s >0, và giả sử là hạng v và  —= li ˆ.—t; 
lx số '*khuyết của matrận Á — À.I. ... : _ 

a) Chứng minh rằng. | < tÌ < s. 

b) Xếu ví dụ các ma trân vuông cấp m mà x8 = ] hoặc 
t ==$§. 

©) Chứng minh rằng nếu a4 khòng suy; biến thị đa thức 
đặc trưng của ma trận nghịch đảv 21”! có ð nghiện, đặc 
trưngA$s! bội s.. : 

đ) Chứng mính rằng đa thúc đặc trưng của ma trận ÁP. 
có nghiệm đặc trưng 2‡ bội s. 

e) Chứng minh rằng 4i? = 0 đối với một số nguyên 
đương Ð nào đó khi và chỉ khi mọi nghiệm đặc trưng 
của 4 đều bằng 0. - 

300. Cho các ma lrận vuông : 


a) K: 34-«-Ó® bì{[lL 1 1 1 
 = 3 —2 1{; X= I l1 —Ì —Ì 

| 1 | 

I 


.Ä —I —I1 ¡Í—I 
—l —I l 
c) W 9 « 9 1 
Ø 0 « 1.0 : 
l`. : -Ổ + | cấpn. 


17 bu 49 “4 ĐÁ g" '0" th) “ưa `+,ƒ /x» 
*`⁄ 1t Ð vw  8ả 


Tìm ma trận vuỏng T7 không suy biến đề ma trận Ö =. 
= T~Ì,(T là một ma trận chéo và viết ma trận Ø đó. 


201. Cho một ma trận k s8 4 cấp n tùy ý. Chứng 
minh rằng : F 


a) A là nghiệm của đa thúc đặc trưng của nỏ. 


b) Tồn tại một và chỉ một đa thức bậc thấp nhất + 
hệ số cao nhất bằng 1 nhận 4 làm nghiện (goi là đa tứ 
tối tiều của ma trận A)}. 

__ e) Các ma-trận đồng dạng (là những ma trận 4, B: 
_ tồn tại ma trận không suy biến 7 đề B= T147) có cÈ 
một đa thức tối tiều. 

_ 902. Giả sử là một phép biến đồi tuyển tỉnh của k..¿ 
gian vectở V, ƒ( =—= g(0 A(I) là một đa thúc sao c 
g() và 2Ð) nguyên tố càng nhau và ƒ@)=0. Chứng mi 
rằng: - 

a) Nếu U= Keẹt g(y»›» W = Ker he) thì Ứ và TY là ‹ 
không gian con bất biến đối với : 

b) V—U @ W. 

e) Nếu ƒ/() là đa thức tối "tiền của @ và _Ä(t), g( 
các đa thức nguyên thủy (tức là cỏ hệ số cao nhất bằn ¿ 
` thì g(1) và À(/) là các đa thức tối tiêu của nhữn/ : 
thu hẹj của e trên và wW tương ủng. 

203. Giả sử $ là một phép biến đồi tuyến tỉnh c 
không gian veetơ V„:với đa thức tối tiêu 


TU) = ƒ¡()" ƒzC)9¿ ... /,)° + 
trong đỏ ƒ¡ (Ð là cáo .đa thức bất khả quy nguyên th 
khác nhau. . Chứng minh rằng : 


a) W; — Ker/¡(œ) Ti là các không gian con bất biến ( 


với @, f:Œ) '* đa thức tối liều của cải thu hẹp củ: 
trên HH; và V=- W, ®... @ W« 

b)œ eó ma trận đạng chéo đối với mÙi: cơ sở nào 
khi và chỉ khi đa thức tối tiều HÀ là tiep của à các nb 
tử bậc nhất phân biệt: 

.__ 904. Giả sử ọ là một phép, biến đôi. của không gia 
"chiều V,, trên một trường hợp P, « =0 là một ve 
thuộc Vạ. Chứng mỉnh rằng : 


- 


“98 ˆ 


q4) Tạp |/(@) (2z) |2) là xác đa thức tùy trên #Í là 
một không gian con của Ê bấi biến đối với qt và ký hiệu. 


lạ Z(ø, £Ồ- | 

b) Xót đấy +. 2(2). 2?Œ),... 2 ` @) 
(iiả xử & là số nguyễn dương bé nhất đề 22) là tô hợp - 
Luyễn tính của các vectlơ đứng trước nó trong đầy (1), 
chẳng lriạn 


3S) =cm—à xổ? ') —=sx<= 'vuiel — tZ. 
Thể thị: mạ( = £®Ẻ + ay dđ*T! +... + + d, là da 
thức tuyuyên thủy đụy nhất bạc bé nhất má Ima{2) («) = (. 
+) Nếu @4 là cải thú hẹp của œ trên Z(4. 9) thì mạ(Ð) 
là da thiức tối Liễu của 24. 


ti) Ma trận của „ dõi với cơ SỬ |z: tẾNG s. !(z)] 
là : ' 

Ú I)... Í) —/e 

] lì ... Ÿ) —(N 
Ị I) (I ..=.=. —(Ik _ Ị 


T§4.2— MA THẬN, MA THẬN ĐỒNG DẠNG. 
ˆ % 
cô ĐẠNG CHEYN J1OOGBĂNG 


205. Ma lrân Á vuông cấp n được gội là đồng dạng 
với I1a trận Ð vuông cấp + nêu tồn lại ma trận không 
suy biến ?" sao cho ÖỞ —= T'T!AT, 

a) Chứng minh yxẵng 'nếu Ø thu được từ :l bằng cách 
đòi chỗ dòng thứ í với đồng thứ j và cột thứ ¿ với cột 
thứ j thị 4 đồng dạng với Ö.. 


bỳ “im tất cả cúc mi trận chỉ đồng đụng với chính HỎ + 


T—§3 : , „ #? 


206, Ta sọi là À — Hrd /rát, những tra (rần rà pÌh: 
tử là những đa thức của 2 trên một trưởng Ñ, Chúng; 
mình rằng nến na trăn vuong 7? 'biều điển được dđưở 
đạng ° - 
 —= B„^* + 0°”! +...+ Bc 5 
trong đó Öạ..... Øý là cúc: nraatrận khòng phụ thuc À vỉ 
„khong suy biển, thí mọi 2 — ma trận vuông .Í cũng 

cấp với Ø có thể chia được bên trái hay bén phải cho 8 
tức là tồn tại thươigt bên phải Q,( và dự bên phi đị sau 
cho A z= Z2 ( + T và tồn tại thương bên trái Q;¿ và ch 
bên ,trải lạ sao cho ;©L = Q3) + H, trong đó bắc củ: 
các plnin tứ của ft, và f†¿ đối với 3x bé hơn *, và cúc Đìi 
trận Ợ\, Hị, Q¿;, Hạ xúc định mỏt cách duy nhất. 

207. Ta ưọi À — mìa Lrận -l là tương đường, với 3» — 
tràn 7, ký hiệu :( — ?, nếu cớ thể chuyển tử 2l sang 2 
bởi một xố hữu hạn phép biển đồi %ơ cấp: (f) nhắn mô 
dòng (cột) với một phiẩn tử ứ == Ð của trưởng #Ý, C) công 
vào mi dòng (coL) một dòng (eí ðL) lhiác để ni th với nộ 
tt thức /Œ) tùy Ý. Chứng minh rằng : 

na) Có thể thực hiện các phép biến đổi sơ cấp dó biín; 
cách nhân bên phải hay hẻn trải .Ý với các nàn trận vuông 
không suy biển thích hợp. 

b) Sự lương đương của các À — mìa Lrần thốn mắn cấu 
tỉnh chất phần xụ, đối xứng, bắc cầu, 

cœ) Nếu 7 thu được Lừ .I bằng. cách đổi chỗ vác còn 
haV cót thị .Á —-, 

208. À — ma trận .Ì được gọi là nứt trận eAnk tố: 
nến nó có dạng chéo - 


“ị (À4) U) 


đa ` 


——... 
= 
¬ 
bị 
^^ 
~ 
~— 


Tượng đỏ e(*X) ; #í 2).  — 2,...,m và nếu 2À) s= U ti 
HỎ c€Ó liệ số cao niữt bằng 1. Chứng mình rằng mỗi 
;— ta trăn Á trương đương với một và chỉ một ma trận 
chỉnh tắc (gọi là đụ chính tấu của ha trận „1). 

209, Tìm dụng chính tắc cửa CC 2X — 1A [rận sau : 


ƒC?2?T— 122 -+ 16 2—A 23°— 12a + 17 
q) ( dà—À Ụ 
;Ẻ—ÙA©7 2—AÀA A'ˆ—U0ÀA+8 


1 R '¿ "' ` { -†> kÄ 
xé * dau - 1 

W8 .X.vv.ì 

“lạ ø %x.«.1 
U 1 ⁄ 


- #10. 'a gọi các “hán tử bất biến của ^ — mã trận 
vuông cấp Ø0 là cúc đa thức Ê¡}, E2)... « #Zu(A) nắm 
trên đường ehẻo chính của dạng chính tắc của ma trận 4k, 
Chứng mìnlr rẳng : 

a) Nếu hạng 2l = r thì EyQ⁄) =* Ú vời k = 1,„,., r và 
E,.) = lì với & —z + 1...., H 


bộ. Nếu ký hiệu, ĐÓ) là trớc citunad lớn nhất (lấy với 
hệ SỐ cño nhất bằng Iycủa mọi định thức côn cấp & của 


mìa trần -Í thị Zk(2) = 


(vời (quy ƯỚC D›)= == (} nếu mọi dịnh L[itở côn 


2í bằng 0). -- 


D,@) 


cÐy_¡G) 


—_ 


(È —— ong §-. D 


211. Chứng minh rằng À — màn trận viong ‹Ý 
tương đương với 3 — ma lrăn 2 cấp + khi và clủ khi 


tLhiöa miẩn no! [rong cả 


œ điều kiện Sau : 


a) .Ì và 7 có chúng vắc nhân lử Đất hiển, 
~ b)a Lào B có chung mía trận thỉnh tắc. 
c) / = DIQ. "trang. đó P và (@ là nhữ nự À — 1 trận 


vuong. 
21 


tp 0 có định (*úc không đồi và khác tì. 


cấu? 


= l) 


{J› & của 


3. Ea định nghĩa các ước sơ cấy của 3. — ma rắn 4Á 


đá các đa thức với hệ số cao nhất jiäng 1, tr @2.)- xe, Đế. BÌ 
trùng vớtkcác ly thừa cao nhất của cúc nàn lử bất khi 
My eÓ mật trong sự phân Lích của cúc nhân cổ bất biển 


2„Ó1) của 4 thành các thân tử bất khủ quy. (chủ *ự 


lẬp cúc trởớe 
tiÀX) một số 
sự phân lịch 


Re 


tấp của 


mứt lrận 


4l chứa mỗi da 


_ Pim các ước sợ cĩ› của cúc ma Lrận sau : 


bê má 
a) U 
|) - 
3-3 
bỳì| ÀA°-+ 42 +1 


3? +3 


J—À) —2 Ề 


— 1 
+©Í 
+3 2 
— Í À? 


át Min - 


Llitfe 


d 


.. -* - ` Ẳ *ˆee ' . 
lần bằng số cúc nhậu tử ¿(⁄) chứa oó Lrong. 
thành nhậu tử bất khá quy. 


ÀÈ*+O>+3 -2z?+3 ”—.Ä 
X'c3<4Ð1 394384 
À'+3 3)2—_5 


— 
|2 Ì+3.—1 2?+ 3+3 


CÀ |? 74 42444 
221+ 3211 2? ¿ ĐA 2L ;? DO2A+ 2 20 +3^. 
tˆ-.k b b b. -° Kẻ`!/G 
hU t.2u &” c8 
.d)). Ð UÚ xz—ad b..b 


ụ ụ U_ 0... )—ứ 
.Ø13. Chúng: minh rằng ma trận 3i đồng dạng vỏi ma 
trần Ø khi và chỉ Khi nìa trận 2i — ÀT tương đương với 


ma lrận 7) — ^T. 
214, Ta dịnh nghĩa m« trận Jooeđäzs+ lít mã trận dạng 


Ụ - 


r H En_hịỊ 
- 


trong đỏ :ˆ đ) 2i thuớc xế cw SỞ K E¡ = F ¡hay %, 
Gì) siỂu 8= 1, thì 24 = 2ä \ `. 
Chúng mnh rằng mĩ (rắn zÍ đồng đẳng với một ma trăn 


Joncđing khí và ec lí khi đa thức đặc trưng của ph F guợe A 


có mọi nghiệm Lhuộc trường cư. Sở Ä. 
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- 


15. 'Ta định nghĩa (hạ cñtutirt Jooecdl ng của một me 
trần .Í là ma trận Joocđăng ly đồng dụng với :\, Tim 
lang chuẩn Joocdắng của các ma trận sau : 


1 —ã 2 7 —12 B1} - 
—® —? 4| b}| 10 —I9 1uUỆ 
t 6B. .0n/ý'Ô lft 9t tí 
3J—ái b0 2 y n n—i n"ú=—3.,.] 
4 —ð —3 4d II ” — 1. 
S) ,„ () ' 
U ð.3—3|. -‹|u %0 #= :ĂẰÍ.: 
U 0Ú 3 —1 s.. Ể &@ . Š sứ È 
f) ù ` Ð /¿.H 


216. Ta định nghĩa khối Jaocdi tuy thuc phiin Llử À„¿ là 
ma trân Joocdắng dạng 
À„ l 


NÍntr vàăy ma trận Joocdẳng là một mại trận mai Lrên đirườn:: 
chéo là cúc khối Joocdăng. 

a) Chứng minh rằng lí ma trấn làöxớïNu đồng dạng 
với pluzteœ+ khí và chỉ khi chúng gồm các khối Joocđăng như 
nhau (có thể khác thứ J)- 

b) Tìm da thức tôi Liêu cửa khối Jooc dđi”ng cân ít thuộc 
phần tử 2„. 

c} Tìm dạng chuẩn Joocdãñg của bình phương của mội 
khối Joocdrtng cấp n phụ thuốc phiần tứ không, 


217. Chứửng mìinh rằng iìối đĩa Lrắn vuớng có thể Diệt 
- điển thành tích của bai tủa trật, đối xứng, trong đó có một 
na trận không K“§y biến. 


§5. ẢNH XẠ TUYẾN TÍNH CÚA KHÔNG GIAN ƠCLIT 
—~ VÀ KHÔNG GIAN UNHIA 


218. Giá sử + là một phép biến đồi tuyển L th của 
khỏag gian ỚcliL (unita) 2Ó Phép biến đòi eø* của # xác 
định bởi 

(¿ (+). U) = (đ. ©*(0)) 


với mọi #,  €,£,. được gọi là nhép biến đồi liêw hợp - của 
s4. Chứng thính rằng : ă 

a) Mỗi phéj biển đồi tuyến tính của không gian Ơclit 
(unitan) có một và chỉ mi phê»: biển đồi liên hợp @*, và 
ẹ* là mọi phép biển đồi tuyến tình của E, 

b) L4 J = s. (&+)*®= “ẹ". =.. : 

6) Nếu t cũng là một phéi? biển đồi tuyến tính của E 
th - , 
(y + )* = @°* + t°. (2Y)*° = 0°*e*. 

đ) Nếu # là một không gian œ chiều và đối với một cơ 
sở trực chuần nào đó của ƒ mà ¿ có ma trần lá «l thì @* - 
cỏ ma Irân là .{*, | 

219, Trong không út ỚƠcli 3 chiều Ea dà cÌo tHột cơ 
sở Lrực chuÑn 6e; °¿, €a. 

_&) Phép biển: đôi tuyển tính + của xã đối vửi cơ sở 
l, mê — tạ Ð 322; tạ S 3q + @¿ ¡ Hạ = €ị + 6y CÓ 
ma trận là : 


I °s —32 
(=2 1 4l, ¿ 
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Tìm ni trận của z7 đội với cơ sở đỏ. 
bỳ Phép” biến. đồi tuyến tỉnh tụ của „ biển các vect 
Vị =EYTsi Xạ =“g + Éa Jạ =“;, + “¿+ nạ thành các vecl 
tương tứng +ỮI = ứ( + 20; - c4 tạ 7đ + tạ + 22 
3= 7c: — cọ + -.. ma trắn của +p~dối vời CƠ 5 
J.. 6. xa „NG "“... SỐ, Tó%g 
220. Giả sử không gian Ocelit Cuniti) hữu bạn ka 
là tông trực LiẾếp của các không im con 2 và AÍ, * 
Ä* là bù Lrực giao tương ứng của £ và A, 
na) Chững mình rằng  = 2° @ ÀU'. 
b) Nếu + là phẻj? chiều của / r? £ song song với 3ƒ t 
ạ* là phới: chiếu của £ lên M* song song với ˆ. 2 vn 


221. Cho một không gian unitLa 2t chiều Z, 2 là một phé 
biến đòi Luyến tỉnh của £. Chứng mình rằng : $ < 

a) Nếu không gian cạn £ của 6 bất biển dối với @U 
bú trực giao * của E bắt biến đối với +*. : 

) có cúc không gian củn hất biển với số chiều Lùy 
tử Ú tới n, K „ : 

c) “Trong E tồn Lại cơ xở Eeựe chuẩn xao chủ đổi với e 
sở đỏ ma trận của 2 có tạng tam giác. 

2332. Phép biến đôi tuyển Lính + cúi miội hỏng gia 
tnit (OcliL) Z2 dược gọi là mội phép biến đồi unitt (phé 
biển đổi trực giaa) nếu + bão đâm toàn tích vỏ hướn 
trong £, Lức lít : 


;#(v)- €0) = St, W) vựi to ta AC SG ..^. 
Chứng mính rằng : 
a) Nếu ảnh xã 2: #2 — E báo toàn tích vỏ hướng thì a 
là phép? biến đỏi ni (trực giao) của £. "1. 
b) Phép biến đồi tuyến tính ¿ của là phép biến đi 
urniLa đụ ực giao) khi và chỉ Rhi ? bảo toàn dò đài của tác 
vecuz của #, tức là 


(ạ(t), - s(t)) —— Œœ, tt} với mọi c € E. 


` sø † 


223. iiã sử Z4 là nuột không gian uìta (ỨC tí) „chiên. 
Chứng mình rằng phép biến döi tuyến Lính 2 của # tà mọt 
phép biến đồi uit (rực giao) khi và eÙ\ khí thôa siấn 
tỏi trong cức điều kiện. SH ‡ : tớ : 

. 8) biển một cơ sở trực chuẩn của & thành một vớ sở 
Úc chuẩn của E. ˆ- , IỆ: cha 

b) Xã tràn .{ của @ dối với một cơ sở 'trực chuần nào 
đó của ƒ là một na trận tnnita (rực sứ) (xem Dài lập 
186 và 187). X« . : 

234. Giả sử + là một phép biến đồi trực giao của mộ! 
không gian OGliL 0 chiều fz„. Chứng mínli BÁtg : 

a&) Nếu /.là-một Không gian còn cứt /„ bất biển đối. 
vởi‹e thì phần bù trực giao Z7 cũng bất biến dồi với e. 

-b}+2 có không gian con bất biến một chiều hoặc hai 
chiều, ` ' 

c) Trong lận lồn lại một cứ xổ trực chuần sao chỏ dối 
với cự sở đó mặt lrần của + có dạng chính Bíc sau đây : 


l 
1_ 
: ¬ ( 
` . —l . - 
coxD; xinÔ, 
—xinÔ, coxÖy 
ụ) - osỦy sinỦy 


—sinŨt. cosqx 


235. Giá SỬ ở là một phép biển đôi nní:( củt JNHÒNG 
gian trraÌta n chiều Pa. Chứng mìịnh rằng : 


a) Nếu L là một không gian con của Ea bất biến đối vỏi 
@ thị phiin bù trực giao LÝ cũng biút biến đối với @. 


b)ỳ Các giá trị ước của phép biến đồi + có Hdtun 
bằng 1. : 


c) Trong Ea tồn tại một cơ sở trực chuần gön các vecLo 
riêng của + sao cho đối với cơ sở đó ìa lrận của $ có 
đạng chéo mã các phần Lử chéo có môđiin bng: 1 

z26. Mọi phép biến đổi tuyến tính + của không gian 
unita (Ocli) E được gọi là một phép biến đồi Pemtt (đối - 
xứng) nếu ẹ = ø*, trong đó ø* là phép biến đồi liên hợp 
của @ (xem bài tập 2183. Chứng mỉnh rằng đối với các 
không gian hữu hạn chiều #¿ phép biến đôi tuyển tính @ 
đâu phải? biến đồi Eemit (đối xứng) khi và chỉ khi thốát mẫn 
một trong các điều kiện : 

a)ina Lrận Ì của + đối với mội cơ sở lrực chuẩn nào 
đó của ƒạ là một ma trận lcmit (đối xứng), tức là 

=#!' CÁ = -_1° ) 

b) Đối với một cứ SỞ' trực chuần Hảo đó của đa thì có 
ma trận thực chóo, 


#27: Một phép biến đôi tuyến tính ø của không gian 
uníLa (ƠcliU) được gọi là một p®:é¿?# biển đồi đối xứng 
lệcÍ nếu œ* = —,. trong đò @* là phép biển đổi liêu hợp 
của ø. Cliứng rhỉnh rằng : - ` : 


a) “Tâp các phép biến đôi đổi xứng lệch của không giàn 
Unita £ lấp thành một không gian vecLv, trời trưởng số 
thực, 


b) I?hếp biển : đồi tuyến Linh ø của không vien tri 
(ƠcliL) ø chiều E là một phép biến đòi đối xứng lẹch 
khí và chỉ khi đối với một cơ sở trực chuần của # nìa trận, 
- ¿| của ø thöa mần điều kiện ‹Ÿ = —— .\. 
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c) Phép biển dòi tuyển tính 2 của không gian 
uuita,n chiếu # là mọt phép biển đòi đổi xứng lệch khi 
và ch khi đối với một cơ sở trực chuẩn nào đỏ 'cúa È 
thì @ cớ mà trận dạng chéo mà các phần tử trên đường 
chéo hoặc bằng Ö hoặc thun do. 5. _ 


230. Giả xử ƒ là một khòng 4ian Ơ-liLn chiều, TÁC 
một phép» biến đồi đối xứng lệch của . Chứng mình rắng 


- 


a) Nếu /# là một không gian con của £ bất biển dối 
với ø thí Dù trực giao #* cũng bất biển dối với @. 

hb) có các không gian côn BbấU biến shột chiều hoặc 
2 chiều: 

c) ồu tại một cơ sở trực chuẩn Lrong khỏng: gian 
ƠcliL sao cho đối với cơ sở đó mài trận của @ có dạng 
chính tắc sau dảy : lrẻn đường chéo chỉnh có các khối 


vip ni dụng |[—? ID | , tron đó 8 là sở thực =#x 0, và 


tlfnet phần tứ không. 

239. IPhép biến dôi tiyển tỉnh ý của mọt khong gian 
-u_unita vết IiL) Z được gọi là mỏi phép biến đồi ciurìn tắc, 
HẾU @p?* = @72, troug đỏ +* là phéj biến đồi tiền lọ 
của @, Chứng mình rằng : 


a) Các phép biến đỏi Daita, EcmiL và đối xứng lệch - 
đều tà những phéij biến đồi chuẦn Lắc ; 

b) Mọi vectr tiềngt # của phép biến đồi c luận tắc ọC tín 

«áaalà cveelớ cñiệng của phép biển đồi liên hựp *. 

c) Các vecLlw riêng của phép biến đôi chuẩn tắc ọ ửng 
với những giá Lrị ciêng khác nhau thị rực giao với nhau. 

đ) Phép biển đồi tuyến tính ¿ của một không gian 
tiLáa z£ chiếu 2 là mìột phép biểu đồi chuần tắc khi và 
chỉ khí đổi với mi cư sở trực c ‹huần của # nĩa trận của @ 
có dạng chéo. 

230, tiia sứ /7 là một không gian ttnitii, @ là một phép 
biểu đòi tuyển tỉnh của không gian #, Chứng mỉnh rằng: 


a) Phép biển đồi tuyến tỉnh áp biều diễn được một cách 
duy nhí dưới dạng - ~. % | ` 
g..m 9%... 
troøw đỏ 2¡ là phép biến đổi TEemil của E tôn g l là phép 
biến dồi đổi xứng lệch của E, T 


J3) I?hép biến đôi tuyến tính: sp biểu thiểu được mìột cách 
duy nhất dưới dạng : : 


- 


: __`— =ø i +1. 
trong đỏ sỹ và +¿ là các phép biến đi Eemit của E, 
c) Điều Kiện Ất có và đủ đẻ + là mội phép biến đồi 


chuẩn tắc là @, và 22 trong hai biểu điễn trên giao hoán. 
với nhau. : 


Ly V 


DẠNG SONG TUYỂN TÍNH VÀ ĐẠNG TOẢN “PHƯƠNG 


Nội đa thú F(*ụ 1... 3) của n biến với "hệ lử thuộc. 
mội Irườởng N nào đỏ được dđọi là một dụ) bác p lrên 
CƯ 21s s«e mm tiểu Lit cả các 'hạng tử của) đều có cùng 
-bậc ,ø đối 'xối tặp thể: tác Ân.'Ngũ ¡p'#—='1:'ta được “ng 
tuyến tính. p == 3 La được dạng toàn jÑiirỡ nụ, ng cð tan 
được đạng tập phường, - ha 

Nếu lử các Än 2,,... 8a lạ chuyền H cúc ần mới 41; .... 
Xa bởi. các công thuc 7 ,- ‹ 


Kụ 2z Đgị 4) + tại x2 +... x=s“.. : 
ƒ= 1 cv N „ x4 (1) 


IUS 


L mà trận ?#Ở =([0j} dược noi là nìa trận của phép biến 
đỏi các ẩn ý thành các ân #j CP luôn luôn được giả thiết 
lít khá nghịch), : ` 
Nếu ta xét đồng thời một đa thức cửa ¡H8 hệ thống à ằn - 
Xu si #ạ VÀ Ứyc S«¿: Ứa thị da: thức Ẩ\V, dược gọt- là một, 
(lạ: nếu nó. đẳng cấp dối với môi hệ Lhỡng tìn riẻ ẻng. biệt. 
Nếu tó tuyếo tín đối với mồi hệ thống: sìn thì ta gọi lắ 
thạng xo tuyến tính, nếu nhiều hệ thống: lần thị ta gọi là 
cạng đa tuuấn tính. : - : 

Các. đạng có thể biến Lừ dạng nàyv qua dạng khác nhờ 
các phép hiện đời Luyễn Lính độc lập vẻ cúc tì được gọi 
- tà các dạng tương C10008. Nếu các hệ thống ần có cùng tmrộtL 
SỐ tìu và !các đạng có thể hiến dồi từ đạng này về ð dạng - 
kig nhờ cúc phép biến dồi tuyến tỉnh về mỗi hệ thống: 
ằần có cùng mỏi ma trận thì các đạng đó được gọi là - 
tương đẳng nhau. : : : 

l3ang: song Luyễn Linh củi các "hệ thống tìn “ụ xe XS 
“i+ cau ¬ có dạng  = Eứi, AiỰj : Ô, j == 1, 2.01, Ala 
lrận 4 =[ứji| dực"“ gọi lì ma trản của dạng còn hạng 
của 2{ được gọi là, dng e út đụng. 

Nếu Lrưởng cơ SỞ là Trưởng SỐ phức thí dạng song 
Luyễn Lĩnh được gọi là dạng cm nếu nó có dạng 


- 


= ~ 


È = Sđịi A1: 
Dụng [2cnUt được gọi tà đöF xứng nếu ma Lrận củi. nó lạ 
đồi xưng Icmilt, Lực là nếu ' = 4|. 


Mỗi đạng toàn phương của các ẩn ai. ...ề Aạ đều có thể 
viết một cách duy nhất dười dạng đối xứng 


(4) =: 2, tịị.VỤVi (ai; = địi)‹ 


Ma trần ¿1 = ứ¡; cp n được gọi là ma trận của dạng toàn 
phương. Dạng song Luyến tính đối xứng: 


ứư. Ù) = b» tị¡X4U¡ 


CÓ cũng2m1v trận +1, được gọi là dạng cực cửa củaïng toan 
phương tương ứng, | 


Biểu thức đạng ớ L 
G@) = ZSauxiz¡= XYA Nhvớởi X = [x¡: xs #Gì 


với điều kidhen =—— dị Cb j = ]..... H) được gọi là dạng 
toàn phương EEcmft với ma trận 2 = [d¡j}. Dạng song Luy Én 


Lính đối xứng ]ŠcmiL ZÉr, J) = Pú¡jx¡ gÿcũng được gọi 
lí đhạng cực của HÓ. x 1 

Có thể sz mót đạng Loàn phương \ và đạng chính LẮc 
vị +... + s.. trong đó ? là hạng của đạng: nhớ thuật toán 
Lagờri ng. Dạng loàn phương thực được gọi là đạng 
không âm nếu với mọi hệ thống giá trị thực của các Ân 
3, giá trị của _đạng đều không âm. Dạng được gọi Jà ác 
định dương uếu với mọi hệ thống giá trị của các ân, giá 
trị của đạng là Lhực sự đương. Các khái niệm dạng không 
dưng và đờttg) xác định âm được định ì: shfa tương! tụ, 
Các dụng không dương và không am được gọi là dạng 
không thu đẩu., 

Một đấy dạng song tuyến tính /2¡,,.../2„ của cùng cúc 
bệ thống ïìn ac,.... 4a VÀ Ứy; số Ưa được gọi là trrơng 
đương với dãy dạng 8e ng, Luyến tỉnH Ớy,.... „ của các 
li sào 89 và Uy» «eo an, nếu nhờ các phép biến đồi iuyến 
Linh khả ngyhịchtcủa các ần 


Í+}==I#†T ; [lu] [u']Š Xe: = [ao 4Ì) 


.... x. ..-.: 


cúc dạng của dãy Lhứ nhất có thể dựa về các "đạng Tương 
Ứng của đây thứ hai. x_.. 

Dãy dạng song tuyến tính với ma Lrận 4,,..., 4x là 
tương đương với đầy dạng song tuyển Lính với ma trận 
\, .... Đy khi và chỉ khi Lồn Lại các ma trận kiỏng suy. 
biển Ð, Q với phần tử Lhuộc trường cơ sở sao cho 


?4,Q=bB ¡ (=1... .Ấ» 
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Cúc dãy ma Lrận đó cũng được gọi là tương đương với 
n1 httt, 

tấy dạng sóng tuyển tỉnh của các lŸH A,«...Va VÀ 0q ««e 
la với cúc ma (rận ¿Í¡, ,... .ly được gọi là tương đẳng với 
đấy dạng song Luyến tỉnh với các nu Lrăn Z,.... 2v nếu 
nhờ cùng một phép biến đồi cả lai hệ thống Än, các, dạng. 
cửa hệ thứ nhất có thể đưa về các dhịng tương ứng của 
dầy thứ hai, 

Hai day ma Lrận Lúyv ý dq,<., Áy và 2ụ,.... Bv được gọi 
là tương đẳng nếu tồn L: qử một ¡1a Lrận không suy biến 
xao chủ 


l, = Ÿ dị 1 (JƒSÍ, 3,sx. Ê} 


Đó cũng là điều kiện ất có và đủ dễ các đạng TA phương 
với mn trần -1¡,.... 4g và Ö‹, .... 74 Lượng đẳng nhau. Đối 
với các dạng lšcmil, điều kiện Lrên được Lliav bởi 


U) ——- 2 -Ẳì Ly Cj == * 1, ...#. &}. 
(it sử /°, Œ là cặp dạng toàn 0 4,200 củng cất %, Các 
nhận tứ bất biến của » — mi Lrật 3 — 2 được gọi là 


nhân từ bất biến của cặp, Œ, Pức oụ trình [2E —6|==0 
dược đọi là ÀÄ — Ð#trưướg trừnh của cắp dụng £, G 


"% 


Ta nội rằng trên không gian Luyến tính @ đã cho snột 
hàm 2®, ¿ ) của lai biến vecLơ #, ý n€u ta đặt tượng ứng 
mới cấp veecLơ của hỏng gian  vỏi mọi phần Lử xác định 
+(d, Ø3 thuộc (rường cơ sở Ä của không gian đang xét. 
Hàm ;z£, ý) được gọi là hướn song ,tuuên, tin nếu nở, 
tuyển tính đổi với. Thổ biểu rỉ lềng biệt, lức là nó thỏa 
min các đồng "nhất thức 


(1) tp(Cq‹ty T¬ Ca2v J) == cụ qn: U) +-cạz({t 0); 
Hàn song tuyến tính trên khòng gian phức được gọi là 


song (Huế tỉnh Ƒ2cmiŒ nếu nó tuyển tính đối với biến thứ 


# TIỈ 


nhất xẮ phần tuyến tính đối với biếu thử tại, tức lì : 
thôa mmần liệ thúc 1) và hệ thức ` ~- 
(3) — gŒ% dụựy + đ;ạ0:)= l.@Ct Đ) + đa‡Cc: Hà)- 
| Từ đó suy ra Linh phân phối : 
3. sét; + «.. + Tm- Ứi ®-...‹ © Uas) = Đs;(t¡. 0p). 
Hãy giờ nữu chọn trongt 2 một cứ số ứ; _ đã se. ta và giả 
+ = tin +... ;xứa + ... HA vG 
Ụ —= 0i i TC J;ữy ĐÈ ..‹ TĐ 1u, 
THẾ thị từ các công thiức trên suy ra 
s(+. 1) — Pe(¡ đj)V(Ú = Š6¡j¡Vj(@j = tt(ứ¡‹ ¡)): 
tức la hàm được biêu điển bội một dạng ong tuyến tíi 
Ma trận ‹Í = [@¡j] cấp. n được gọi là m« trận của hư 
(+, ) Lrong# cơ sở nói lrên, 
Tương tự giá trị của hàm song tuy ến tỉnh l@mit ¿(+: 
được biểu thị bởi công (hức 


qét+. U) =x (@¡. đị)X¡ tp: 


tức là bởi utột dạng song tuyến tính lÊcmit, 

“Giả sử ẹ(œ. 0) —= gé(ÿ. +). Nếu e = 1, hàm song, (uy 
Lính g(. ) được gọi là đối trứng, nếu ` Cảng ~~# nó đu 
gọi là hám phản xửng.. : 


„Các hàm mi, xecLơ thụ được lử cúc hắu §or£ ƯA 
tính đối trứng Ecmi "bằng cách đồng nHấU tác "biết vec 
được gọi là các &ảm toản phương Eemit. Còn hàm d: 
W(+) —= (1®, #!), tÊong đó (+. ý) là một dạng song (H) 
tính nào đó, được gọi là hán toàn phương. 

Không gian. tuyến. tính 2 được gọi là không gian mềi 
¿0/10 tuyến tính nếu trong nó đã xác 'định môi hàm 
tuyến tỉnh: mà giá trị của nó ta sẽ gọi là tích uỏ hưé 
của cúc veclơ@, Ð và kỷ biệu là (4, Đồ. Nếu tích vỏ hư 


la naột hàn! song tuyến Lial: ccmìit đối xứng thì không gian 
sẽ được gọi là có ¿nẻ¿ric song tuyến tính ecmil, Nếu ma 
trận của tích vỏ hướng không suy' biến thì không gian - 
sẽ được gọi là kitông sưu biến, trải lại thì gọi „ là “không 
gian suy biến. 


Ma trận 


.~« 


lu, 69. ..ữ, 
(y z= (œ- sỡ: te - Ágạ, đa ) 


(z4. m)- .-« (đm, 6a) 


thành lập từ các tích vỏ hưởng của các vec(ơœ @ị....‹ đa 
của không gian mẻtric song tuyến tính được gọi là ma 
trận Gram của hệ œ¡,.... d„ .Ma trần Gram thành lập đối 
với các vectơ @..... ứ¿ tạo thành cơ sở của không gian 
chẳng g1ta là ma trận của hàm song tuyển tỉnh cơ bản 
;(%, U) — (%€, U) tính trong cơ sở đó. 

Vectz a thuộc khòng gian đ (mêtric song túyển tính - 
thưởng hoặc ecmil) được gọi là trực giao bên trái vời 
vectơ ở, nếu (ø. b) —= 0 hoặc. Ð trực giao bên phải với a. 
Tập hợp Lất cả các ỳeclơ của Z trực giao bên phải với 
một hệ vectơ Äƒ nào đó của Z là một không gian con của 
của £ và được ký hiệu là 3/-— ị - Tương tự đối với thông - 
gian -EM. 


_ Vectơ được gọi là đẳng hướng bản trắt trong không 
gian nếu nỏ trực-giao bến trải với mọi vcctơ của 4. 


I hông gian sL/ được'gọi là khóng gian con đẳng “hướng 
bán trái của Z2. Tương tự đối với z1. ˆ 


Cúc không gian mẻtric song tuyển tính trên cùng một 
trường được gọi là đẳng cấu nếu chúng là các không gian 
tuyến tỉnh đẳng cấu và Minh vỏ hướng Phuaợg bảo tồn qua, 
ánh xạ đẳng cấu đó. 
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I hông gian méirig song Điyển tỉnh thực bông và biếc 
vởi muớẻlric đỐi xỨag (tứ. ) =(. +) được tọi là &hỏø/ 
qitớa (gi Œ. (?, IXhòng gian taẻetric không suy biến Song 
tiyến tỉnh với mềLtrie phần ứng được gọi là không gian ˆ 
đít hước. Nhôòng gữúy tnẻiric song tuyển tính phức Không 
su biến với mètrie đốt xứng được gọi là không: gian (7c 
phức. PHƯỜNG gian phù: phức không suy biến với nsẻtric đối xứng 
ccmt (.rP. Œ =(y,+ th) được gui là Không gian gØứ (¿ Hit. 

Giả sử dÑ cho phép biến đời tuyến Lính 2 của khòeg 

-giưn tuyến Lính đ@. Phép biển đòi tuyến tính +Ÿ‡'! của £ 
dược xúc định bởi 
(x«é. 0) —= (tr, de#*) 
đổi với mại z € 2Ø và veecbhy œ ỚN cho thuộc 2, được gọi 
là phép biến đồi điên nợ bén phút của «2. 
Tương tự, phép biến đồi "„¿ xác định bởi 


(+! 0Œ) = (tot, (2) 
_ đối với một vectơ œ đã cho. thuốc z2 dược tọi là pI:* 
_biến dúi /iea ợp bê:: trải của «ý, : 
?li¿p biến đồi tuyển tính «£ của không gian mẻtrie t®etric 
gang Luyến tính 2 được gọi là biến đồi đối xử nếu với 
HO 2®, == 2 đU có : 
(+'~..) = (t. ụ-3). 
ƒ —Pương.tự«e£ được. gọi là, lúa, cứng tiếu, 


(tz‡; 0) = —(%, z#).- 


HE 


—§1. ĐẠNG SONG TUYẾN TÍNH 


231, ¡) Chứng mỉnh rằng nếu biến đồi từ các biến %( 
thành các biến ¿? n¡ĩ oi trần 7? từ cúc biến +¡ tới cúc 
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b) Gia, sử Ð >0 là số bội của nghiện 7z của xhế: mh 
- đặc trưng [| À©Ô —}3E | của nai trăn 421 cấp . r là hạng v 
(Ì =—w —r là số Ruyet của ma trận a4 —3; È, Chứng 
mìính rằng. 

41%q=n—=r=< 2. 


—-c) Chứng mĩnh rằng Lất cả các số đặc mg € của một ma 
Lrận đối xứng thực A đều nằm trên đoạn (ø, ð] khi và chỉ 
(thí đụng t:iàn phương với n6 'rÀẠC 4 — 3¿Ê xúc định 
dương với mọi ^„<<ư và xác định âm với mọi Xạ > ở. 

358. Giá sử 4Á và Ð là các ma trận đối xứng thực. 
Chứng minh rằng nếu các số đặc trưng của ma trận ⁄\ 
~ nằm trên đoạn (%, b], còa các số đặc tr trng của ma 

sạn B trên đoạn [e, đ] thi các số đặc trưng của ma trận 
Ạ +- Bnằm trên đoạn [đ-+-e, Ð + dị]. 

259. Chứng rninh rằng : 

a) Một đạng toàn phương không ` suy biến có thể đưa 
về dạng chuẩn Lắc được nhờ một phép biến đôi trực giao 
khi và chỉ khi ma trận của nó là ma trận trực giao. 

— b) Ma trận của một đạng toàn phương xác định cương 
là trực giao khi và chỉ khi dạng đó là tông của các bình 
phương. 

c) Theo ngôn ngữ ¡ua trận, câu b) sẽ được diễn đạt 
như thế nào ? 

2á0. Chứng minh rằng một ma trận thực không suy 
biến 4 bất kỳ có thể biểu điển được đưởi dạng 44 = QB, 
Lrong đó Q là một ma trân trục giao và Z là mọi nìa 
trăn tam giảe dạng 


Địp Địa Địa cé< Dịn ` 2 
Ụ . Dạa bạ. ... Đạa F 
Ũ< Ụ baa ... baa l 


0 () M! . Đao ị 


h~< cúc hầu tử đương trên br. Ờờng chió›š chỉnh và sự biều 
diễ ên bit vậy là duy nhất. - SN. cuợý. 


= = 


_>61. Cuứ ng minh rằng : 

a) Một ma trận thực không suy biến +1 bất kỷ có thả 
biểu điễn được đưới dạng A =Q.8,-cñng nhự đưới đạng 
¿Â = 1ạQ;: tròng đó các ma trận @,.và Ở; là các mã trận 
thực và trực giao, 'còn các rmn trần l, và Ð; là các mà 
trần thực, đối xứng và:có các định thức con góc: đương. 
Mỗi sự biều diễn đó đều duy nhất. 


b)%X:a lrận không suy biến phức bất kỳ z1 có thể biểu 
điển thành :t = Q,Ø8¡ cũng như thành A4 = ạ Q¿;, trong 
đó các ma trận Q(¡ và Q¿ uniLa, còn các mìa trận 22¡ và Ø¿ là 
na trận ccmit với các định thức con góc dươäg (ma trận 
được gọi là Eemit nều 7" — DĐ). Mỗi sự biêu điễn đỏ 
đều duy nhất. 


e) Giả sử ma trần - ( đối : xửng '(ChaNe f*emiL)' với cáu 
định thức còn góc đường và Ø là ma tràn trực giao Cuni- 
La). Chứng mình rằng : 


1) Các tích 47 và /:! là các ma trần đối xứng (lZemit) 
n các định thức con góc đương khi và chỉ khi Ø là núi 
àn đen vị. - T 


` -® Các tích 34 và 41 lÀ ma Lrận trực giao nh kh 


-wa chỉ Khi -\ là ma trận đơn vị. : ` 


... š . 
: 2/1 ZHL tà lý/ /921r?õ se e®dxvt “2064 907 c.cc 8/6 ÁA Á (XS sv& 


R ECÁT D4 _“m Set 

263 Giả sử (đÑ cha hai cặp ma trần vuong *®;G và Ƒ,- 

(7y cùng cắp, _trìng đó Ƒ và? không suy biến: Chứng 

mình rằng các cặp F, ở và? _ 6, tương đương khi và chỉ 

kM các nhân tử bất' biến của mìa trận.2Ƒ — G trùng với 
các thản tử bất biến của 3ƒ — y. 


1ö 


§2. DẠNG TOÁN PHƯƠNG. 


237. Chứng ninh rằng : 

a) Bắng một phép biến đồi trực giao thực thích hợp. có 
thề đưa dạng toàn phương thục về đạng chính tắ€ (dạng 
ché2) 


Cị _eịtỶ -+: ca} +... cu“, 


Lronag đỏ r là hạng của đạng đã cho và €;, .... €, là cúc số 
đặc trưng khúc không phân biệt của ma trận của đạng. 

b) Các dạng toàn phương thực là tương đẳng trực giao 
khi và chỉ khi các đa hức đặc trưng của các đạng trùng 
nhau. : 

e) Bằng một phép biến đồi tuyến tính thích hợp có thê 
dưa dạng t2àn phương thực về dạng chuẩn tắc 


rÍ+~..++? — + Rio—« —*zi : 
238. Chứng minh rằng : 
a) Bằng một phép biến đồi unita, mỗi đạng toàn. phương 


lEcmit có thể đưa về dạng chỉnh tắc 


. €iTy T¡ “ Cạ3¿ ¿ + -‹ + cự, - Đã 

trong đó r là hạng của dạng, ‹¡„. .... œ„ là các số địc trưng 
khúc không của ma trận của dạng. 

b) Điều kiện ất có và đủ để hai đạng toàn phương cmit 
tương đẳng unita là các đa t hức đặc trưng của cúc ma trận 
của chúng trùng nhau. 
-_ e) Bằng một phép biến đồi tuyến tỉnh, có thề đ đưa dạng 
loàn phương EEcrmit về dạng chuẩn tắc * 


rat +. — ÔN LÊN S“ n =8,“ ` 


— 
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239. Mỗi dạng Loùn pÍItvơng thực có thể dưa về đụng 
'chính -tắc eyz‡ + -.. + c€,z? bằng võ số phép biển đồi về 
các Ân. Tuy nhiên, dù bản thân các hệ số cạ,.... c; có thể ' 
.phụ thuộc vào cúc phép biến đồi đó. nhưng số các hệ số 
đương. và số cúc hệ số âm troag chúng -khỏng pitụ thuộc . 
.vào các phép biến đồi đó và được xúc định duy nhất bởi . 
' bắn thân ĐỀ ép biến đồi ban đầu. —- \, 


Mệnh đề này thường được gọi là lột quả tính và số x 
. Hường được gọi là &ÿ số của đạng loàn phương. 


340. Tim Xướn chính tắc thực.của các Cạng Loàn Min 
sau ; : 


La r‡ + +Ệ + 3x? + 4dtrụr; “® 2ztx~¿ + 2taSh: 
b) +?.— 2+‡ + £§ -+© 2c¡+¿ + 4tita + 2a ; | 

c) *‡ — 3z) — 2xas +-2t32a2 — 6Z;#a; kẦx 

đ) 21% +} cực + Zita Đ 1¿1¿ + 11a dc Aatu: 

e) #‡ + 3t + xỆ + drtx¿ + drita Ð2tịjr¿ 

+ 2x;Za + 2rasv«-+L 2tTạxa..- 

241. Tìm dạng chính tắc và phép biến: đöi tuyến tỉnh 

"không suy biến đưa các đạng toàn phương sau đày về dạng 


chính tắc đỏ (vi phép biển đồi tuyến tính phẩi tin không 
“ng nhất nẻn kết quả tìm được có thề khác với ¡ đáp số) : 


a) #{ + 5v} — (tị *% 9x ¿—= 2 2o sử «23756 
. b) #tƒ + #$ + v‡ T— +r ~ảưui tua — ấm: Ạ 
- c) #492 + tia + Za1: ˆ _., xa 
\ -d) 2t? + 18r‡ +®a? .. Si — 31yxa ;Ẻ 
e)——12t† — 3a — 12vŸ s 12z,r; — 24ti; vẽ: am: 
f)xix¿ + z2 Tˆ Yat¿ TC TạYu 
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242. Đưa các Cạng toàn phương sat VỀ đạng chỉnh tắc 
và biểu thị các ần mới qua các ìn cũ (kết quả không duy. 
nhấU) : š & s b ~x 


na - 


3) À„ t6 q6) không phẩt mọi đục "-. "băng 0 U; 


_— — - =ïm..—“ ._ 


Ì, ¬Ế 


n 
bi) ¬ z‡Ọ + L5 ¿tị : 


j=]1 tt, 


€) - Trtị .“ 


Aa— 
đ) » “tu 
¡=1 


BẸ- | : 
ec) . (3¡ sạc s)”.- long đỏ e _”i tan. tn, 
F ‹ ¿ ° ° #ỉ x r 

bat, | : P 
n ` SP - ‹ ‹ 7 > E3 ` * . ` ì 

ha Fs v. XXN làu 

i<j "k2 để” ` 

243. Những dụng toàn phương nào uởng các dạng "sau .~- 
đây là tươnồ đương"với nhau (tức là có thề biến đồi tử. =. 
dạng này về dạng kía nhờ một phép biến đôi tuyến, tính, S> 
có thể suy, biến); 


„ 8) =*tÌ— tuzy, 
_* Ÿz = 0tữ¿ — tì, . 
⁄ lên ~1*¿ + ri; , 


119. 


b}ƒ¡ = xị + trì — +xŸ :} 4tuty — 2tyfau. 
'fa = 0ì + 3u — v$ + 1/\02 — 20y0a — 40;0a. ` 
+ #đạ=—trÌ — z: - š) — = ®ziZz TE dzizaE 18z;za. 


244. -. Chứng minh rằng tp cả cúc đạng toàn" phươn;: 
của n ần cỏ thể chia thành các lớp sao cho hai đạng tương 
đương khi và chỉ khi chúng thuộc cùng tmuột lớp. Tình số 
các lớp đó trên trưởng số phức và trường số thực. 


b) Các giá Lrị nào của hạng và ký số đặc trưng cho cúc 
lớp cúc dạng toàn phương. thực tương đương sao cho đối - 
với chủng dạng ƒ tương đương với dạng —ƒ. 


_ 
- 
¬ 


e) Tìm số các lớp tương đương của các dạng toàn phương 
n ần trên trttờng số thực có ký số s đã cho. 


245. Chứng minh rằng một dạng toàn phương hoặc đạng 
toàn phương Eemit của n ần với mà trận A là không âm 
-khi và chỉ khi các hệ số của đa thức đặc trưng của ma 
"trăn - có đấu đan nhau. Khí đỏ nếu một hệ số nào đó 
bằng không thị tất cả các hệ số của cúc số hạng bé cũng 

bằng 0 (dấu hiệu Jacobi}. 

246. Chứng minh rằng : 
a) Một đạng toàn phương ƒ là xúc định dương khi và 


chỉ khi tất cả các định thức con chính của ma trận của 
nó đều đirơnZ. | 


È "B7 MồE dàng oàn 'phữờ 8g / là khống. đản kế v và “Bo lclni 
tất cả cúc định thức con chính của ma trận của nó đều 
không äm. 


c) Tìm một số ví dụ đề chứ ng tỏ đăng 4 điều kiện tất cả 
các định thức cou góc khỏng äm không đủ đề dạng không 
'âm (La gọi định thức con góe cấp k là định thức tạo bởi 
k hùng đầu và & cột đầu; còn định thức con chính là định 
thức: con có số'lhiệu các hàng và các cột alit nhau). 
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347.`Tùm tẤU cả các giá trị của 2 sao cho cúc, đạng to¿u› 
- nhương sau xác định dương : TỶ. 
a) ð+‡ T3ể “+- N+$ -+- lr,1¿ — 2riZa — - 2y 
_bỳ AC + x‡ị + “ + 31zix#¿ + 2t1Z::..-._ 
©) r† + xi + 5v + 2Àxrr¿ — 2i: + TT Ni 
d) z? + 4+? + z3 + 2Àz1#¿ + 1Ú#4#¿ + 6222, 
348. Ta gọi là biệt thức Dị của đạng toàn phương ƒ, định 
thức của ma trân của nó. Chứng minh rằng : 


XS ` thêm vào dạng toàn phương xác định đương ((+¡- 
tạ) một bình phương của một đạng tuy ến tỉnh khác Ð 


Ta TC 


đồạ, « 
cũng ‹ của các ñn đó thi biệt thức của dạng Ghu Mu, 
n 
b) Giả sử (4y, ... 3) —= z. đụ) là một Xu“ ï toàn 
i, =1 ối 


phương xác định dương và @(1¿, .... Za) = /(0, #zs.««, ®'a). 
Thế thì đối với biệt thức của các dạng đó ta có 
DĐ, XS, <aunÐ - 

c) Nếu niột đạng toàn phương không âm bằng 0 ít nhữít 
tại một bộ giá trị thực khác không của các än thi.đạng đó 
suy biến (tức là biệt thức của. nó bằng không) . ¬¬ —- 

249. Phép biến đồi tam giác là phép biến đồi tuyến tính 
dạng : 


J\ — +ị + tiát¿ + ... “uâ 
“. HUẾ. #¿ -[ C2334 ~†ˆ «+ C2øiTa 
Ja —= : . ` \Ã°.óõ vá 


Chứng minh rằng : 

a) Phép biến đòi Lam giác không suy biến và phiền biến 
đời nghịch đảo của phép. biến đồi tam giác cũng là mội 
nhép. hiến đồi tam giáo, 5 ‹ 


121. 


- b) Cắc định thức.con góc Ø,(/ = I1. 2...... r1) của dạng 


toàn phương /m bà tyYij không thay đói qua phép biến 
- đj= 
đòi tam giác: vn 
` 250. -Chứng minh rằng KEmb LÝ Xirastoäe 
n 


„a) Một đạng Toàn phương hạng : / = bà (j3, có thể 


¡,J=1 
dua về dạng l 
fƒ = MuÏ d- «- + Xuớ?, €) 
trong đó ÄAy=e©0(@ = I,..., rộ, nhờ một phép biến đồi 
tan: giác khi và chỉ khi — "ä 
.Ðv =£!: (k <S r); D.=U(>n, - C) 


trong đỏ Đ.(k = 1,...„ #Đ dào cúc định thức con góc của 
dạng ƒ.” 

b)› Dạng chính tắc nói trên dược xác định duy nhất + và 
các hệ số xủa nó được xúc tịnh theo công. thức 


ý SN tw— r4, S ác #ời, salÍ, €3) 
ˆ : ki .JJ—,. 
TT 
251. a) Chứng rhinh rằng Đạng chính tc }`) 2¡ UÝ mà 
=1 


dạng toàn phương £ có thể. đưa về bởi một phép biến đôi 
trực giao được xác định một cách duy nhất; và các hệ 
-§Ố Àị:.... Au của nó là các nghiệat của. . phương trình đặc 
trưng | A —E | = -U. của ma tr âu ¿Á của dạng /- 
b) Áp đụng: Tim dạng - chỉnh tác của đạng toàn phương 
sau nhờ các phép biến đồi: trực” "giao (không tìm phép biếr 
đồi fy):: 


ƒ=3z?+ 3z3 -E drị Z¿ + di +; — 27; 5: 
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352. Cũng câu hồi n:ư trên đối với cặc đạng sấu : 


k=L - : 

353. Tim dạng chính tắc của các đạng toàn phtreng sau 

và phép biến đỏi trực giao đưa chúng vẻ dạng chính títc 
XEHRP biến đôi này Khỏng đuy nhất): ` 


a) 62) -L 5z? + 7+) + di x; + Ládt¿a 43; 

b) 11vị + 5x + 3v3 +16 x xy + đụ vi — 90-#s 1s; 

c) #‡ + x+) + ðvc3 —Ö+y xy— 2t¡ +3 + 21s tai 

đ) tt? + xỉ + x3 Odr¿xa¿<dri +4 + xa ta: 

e) 17Zƒ† + 11 v2 + lIr? — đt; tạ — đụ tạ — Ñta tạ. 
~384. Tum dạng chính tắc của các đang toàn J:tương sau 
nhờ các phép biến đôi trực giaz và biểu thị ¿ác än mới 
qua các Ần cũ (phép biến đồi tìm được không duy hát): 


a- * n 
a) - ‡¿ + li} +ị đi 
i=l ï<”) 
n - 
b) r2 xửj.. 
si) . 


255. Hai dạng toàn phương được gọi là tương (đ:eð ng. 
trực giao nếu có thể biến Ccạng này thành đạng kia nhờ 
sột phép biển đỏi Lrực giao. 


2È 


a) Chứng mình rằng bai dạng toàn phương Lương 


đương trực giao khi và chỉ khí các đa-thức đặc: trưng 
của các ma trận của chứng trùng nhau: 


bỳ Áp dụng: Những dạng nào trong các dạng sau là 
tương đương trực. gia» :. 


ƒ = 9+ + 9x3 + 12 tị; + 2t1#a — Ö+zxv\, 
 = — 3Ÿ -È 6uê ~ Bgợi — 12/ 0; + 1201 0a + Ö72 ta: 
/q' — 11: — 4z) + 1123 + Ñz( za — 92Z¡ ra + #2¿ ra. 

c) Tương từ như cầu trên, đối với các đạng : 


ƒ=7+† + xỉ + xã — 8#y S.— lấn sa — 1g đạc 


2 , 1 ` 4 Ề 
ỤụỤ= >- Em: V TOẶCG ' DA 0ì 0a TT : „a*F 
hộ 
—(}v tay 
: Tết Úa 
 = z? — z) + 2 V3 =ụ Sao 


256. Đối với các ma trận sau, tim ma trận trực giao 
Q@Q và ràaa trần chéo Ø sao cho na trận đã cho có thẻ 
biều điển được dưới đạng Qˆ!Đ®Q: 


=8) ƒ3 2 Ũ b) 2 2 —2 
2 4 —2., 2 5 —4 
ũ —3 ' 5 —3 —‡ 5 


357. a) Chứng rninh rằng các hệ số của đa thức đặc 
trưng | -1 — 23. | của ma trận -( đều biều thị được qua 
các phần tử của ma trận đó như sau : 

LẠ AE 1<)" #ey C A)*t+ 
+ Ca (— „` ¬ ... + Cạ: ? 
trong đỏ cy là tổng tất cả các định thức con chính cấu 
của rma trận A4. ¬ 


I2{ 


biển _#j' nhờ mà trận Zz,... Lai ra trận của phép biên 
đòi tử các biến z¡ tới các biển +¡”' là tích Trf».¡‹-:T;?:, 


b) Áp dụng: Đưa càng sau %€ dạng đơn giên- xiêo cà 
F= vỆ + — 2u: — 2x2 + 1UA#a 


với các” phé p biến đồi: 


và 
Xị=C tị, 1¿) Đ 1) — 4t, tý = dtạ. 
Tìm phép biên đòi đưzư các xả võ 8Ø\ ,  = 1, 3.'...,ff 


232. Hai ma tràn Á và: Ả;. được gọi là. tương đương 
trên trường K nếu tồn tại các ma trận không `suy biến 
P, Q vời phần tử thuộc Ä sao cho Á; = ĐAQ. Chứng mỉnh 
rằng : : 

a) Điều. kiện ắt cỏ và đủ đề cá: dạng song tuyến tính 
trên trường tùy ý Lương đương là cúc ma trận của chúng -: 
tương đương. 

b) Các dạng song tayển- tỉnh trên một trưởng tày ý là 
tương đương khi và chỉ khi cấp và hạng của các ma trận 
-của chủng Lương ửng trùng nhau. 

233. Chứng minh rằng : 

a) Nếu trong mật đạng song lôy£n tính 'tới ma trận 4 
La thực hiện một phép biến đôi tuyến tỉnh với ma trận 7 
trên cả hai hệ thống ần thi dạng mớf"Eð íma' trận là 
„ai == 7 A7”, 

i b)ỳ Nếu một dạng song tuyến tỉnh là đối xửng hoặc phần: 
- xứng ` "thi tất cả các dạng tương đẳng của nó cũng có lính 
chất ấ ẤY: 
-834. a) Giả : sử .Ƒ(, ;) là: một: dạng song luyến tính: 
Èemit có ma lrận: -\ và ta đã dùng cúc phép biến đồi trên, 
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cúc hệ thống ằn [+¡] và [ới] với các ma trận và % tương 
ứng.. “Tim ma trận của đạng mới. 


- b) Chứng mính rằng nếu một dạng Song tuyến tính đ: 
cho là đối xứng EemiL tùì tất cả các dạng tương đẳng vỏ 


nói cũng đối xứng EcImit, 
%z š. Chứng minh rằng : 
+} Tất cả các dạng song tuyến Lính ecmit của hai hị 
"töu ¿ nần đều tương đương với Cạng 
trấn ` Z:Ữa ` TT. -+-2 20% 
. trong đó r là hạng của các đạng đã cho. 

b) Mỗi dạng song tuyến tính thực đều có thê dùng nội 
phép biến đồi unita tlưực (tức là Ư~}— Ú'} thích hợp để 
đưa về dạng 

| C#ZtU¡ TC C¿¿U¿ TC ‹--- © €:2:0,. 
- lrong đỏ r là hạng của dạng. còn €,.... c, là cúc số đặc 
trưng khác 0 của ma trận của đạng. 

c) Hai dạng song tuyến tính đối xứng thực là tương 
đương khi và chỉ khí các đa thức đặc trưng của các ma 
trận của chúng trùng nhau. 

236. Chứng ninh rằng: 

a) Mọi đạng s2ng tuyến tính đối xứng Eemit có thê đưa 
“ý? đạng chéo:: 

C2 (V¡ TP Ca ¿Uy “PP +. + Cr®cÚy 
với số thực nhở một phép. biến đồi tuyến tính unita về 
"ác tần ; trong đó c,.... c. là các nghiệm phần biệt khác 
khòng của đa thức đặc trưng của ma Lrận của đạng. 

b) Hai đạng song tuyến tính đối xứng Eemit là tương 
đẳng unita khi và chỉ khi các đa thức đặc trưng của các 
ma trâu của chúng trêng nhau. ˆ _ 


253, i.ứng mìinh, rắn, : 


ä) Àcôi cấp đạng Làn phươnn Lược của ñ biến mà đạng 
ti nhất trong chủng là sắc định d:rơng có thề đưa được 
về cặp dạng chính Lic 


si 


v2 >2 * .* , + + 

^ - { — ... —— thao cụt = .- tha. 
nhờ một phép biến đồi tuyển tíah thực thích. hợp. Các số 
C, se Ên Gược sấ¿ địa! duy đit (sai khác thú: tự) bồi G2 
dạng ban ¿ii và không phụ thuộc phép hiến đồi các ân. 


b) Àlới cấp dạng toàn phương fcemij, trong đó đạn;: 
hứ nhất xác định đương: có thẻ đưa về cặp đạng 


"vi ì "¬ ... “ha #a+ tì %: Íñạ —— ... " Ca tan Sau 


nhờ một phép biển đồi tuyến tính phức thích hợp, trons 
đỏ các số €ụ: 5 Êa được xác định duy nhất bởi các đạng 
xuất phát và không phụ thuộc vào phép biến đồi, 


26%, Giả sử cho hai cũp dạng toàn phương F, G và F), 
(,. trong đỏ các ma trận thứ nhất #, Ƒ¿ hoặc cả bai đồ 
đối xửng hoặc cả bai đều phía xứng và các ma trận thứ 
hai Œ, Œy cũng hoặc cả bai đều đối xứng, hoặc cả hai đều 
phần xứng. Chứng mính rắng trẻ.. trưởng sõ phức, các cặp 
dạng đó tượng đẳng khi và chỉ khi chúng Lương đương. 

265. Giả sử đã cho liai cập ma trần F, G và tụ Œứ\. 
G:ủ sử #,. ft không suy biến và hsặc cã hai đều đối 
xửng, hoặc cá hai đều phần xứng, và nếu Œ, G¡ cũng hoặc 
cả, hai đều đi xứng, lhịặc cũ bái đều phấn xứng, Chứng 
minh tắng của cặp /, // và Œ,, Œ, là tương đẳng trên 
trườn?? sở plÏrte Ki và chỉ Rhi các nhân tử bất biến c của 
cốc ma Lrăn x#' — Ở và Xì — G¿ trừng nhau, 

266. Clhiứng tuïnh rằng cúc dạng sang tuyến tính phúc 
không suy biến với các ma trận là Ø và Œ¡ tà tương đẳng 
với nhau Khi và chỉ khi các tức sơ cấp của các A— me 
trận 2. —(Œ* và z6, —(/7?.-trùnz# nh:tU, 


1 


267. Trong cúc cặp dạng toàn phương sau đây. niội 
dạng là xắc định đương ;-tiìm phép biến đỏi tuyến tỉnh 
không suy biến đưa dạng đỏ vồề đạng chuần tắc và đưa 
dạng kía về dạng chính tắc và viết dạng chính: tắc đo 
(phép biến đổi tuyến tính : Những duy nhất): 

a) ƒ/ —4t *¿;. 

+ = #Í — 32 x~rạ + 44z?; 
b) ƒ = zƒ — 35 t + 10 x,®;¿. 
g = #ƒ + 56 Yả + 16 tụz¿; 
c)ƒ =Sz‡† — 23z) + 1‡+x$ + _ ở 14z¡ #y + 
+ 322z;2a.~ 
g —=x†+ 4+? ~+ 2x) + 2z¡ z2; _ 
đ) CN k3 Seidlj #y #a — 22a 3a + 2%¿1?4, 


gm= +zi† aŸ -- xã -+L 2+‡ + 2Z;1. 
269. Cũng câu hồi trên đối với cúc cặp đạng : 
3) /=s‡ + #‡ — 2v + x4 + 2z¡x:+4x,32v, 
u=sx‡+ TT zi + xỆ + xị + 2284 


b) ƒ = +‡ — lỗ +‡ + 4z¡ z; — 2Z; ra +6, #4. 
g=*~†+ 17z‡ -+ 3+‡ + 4+; #¿ — 2z\ #+ — 
— 14+. ¬ 


269; Có thể đưa cúc cặp dạng toàn phương sau đấy về 


dạng chính tắc nhờ một phép biến đồi tuyến tínE thực 
được khỏng ? 


8) / = +} + 4z\ +; — +, - 
g = +† + By tạ + 5 tỉ; 

b) ƒ = z† + #t*; — +Ÿ, 
 = xị — 2) zạ. 
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giá sử mội phép biến đổi tuyểu tỉnh đưa đang ƒ về dạng - 
n 


270. Gia sử đã cho hít dạng xác định dương ƒ và g và 


) W Ụ° và dựa dụng @ về đang chuủn Lắc, còn phép biến 


i=1 › . 


đòi Lử hú Lai ngược lại ; chung đụng ƒ về dạng chuần lắc 


tôn đưa đang ÿ về dạng „ dị z“. in mỗi liên hệ giữa 
¡=] 
ắc liệ SỐ €Cị‹ .*. . Ta ‹ ty, ..* . tÍn‹ 
271. Khóng tìm phéji biển đồi tuyến-tỉnh, hãy 1m dụng 
_ k . + - “* . ^%« 
chỉnh tác của dạng ƒ thu được khi dùng phép biến đôi 
đề đưa đụng ý >> l kia về dạng chuẩn LẮC : 
. 8) / = 2l Yị — 1BŠ.vì + Bñrì + ly tạ + 2Ÿ tra 


— „_ + sa» 


 = 11 #ƒ + li vệ + vì — 12 1; -E 12p Zạ — 
— l +; ZØx ; 
®b) ƒ— 141 x — (Í xẩs-E l7 xÃ + 3 tị Aà — 1Ú tị ty — 
— 32) Y2 2a, ° 


=9 + +-ö rý +0 +3 -}- 12+. Ta — Hì#¡ #ạ— 
— 2412 ‹Ua‹ 


272, Cúc cặp đụng sau đây có tương đương nhau không 
(không tìm phép biển đổi tuyến tỉnh đưa cặp này về 
cặp kía) : 


a) /¡ = 24+ + 3 x) — vÃ +23 ị vẽ +21 ‡, 
gi = 3x? - 2 x -} VỆ — 201) tạ, " w 
ƒ:¿ = 2# + õ x$ -+ 3vŸ + day xo +Đ1Ay1¿— 
— 2⁄3 ta, + 


ga =3 +6 x +-8u3 + 23, "te +Í 24, ®s; 


b} /¡ = 1 17 +0 v) + 21 vệ ty tạ — Tatpata — 
—~— J2 Lạ Đa; 


gy = lx) + 3+3‡ + B v$<E dány ta — ai tạ — 


— Ú 2 +4, 
ƒz'!1+† +5 v‡ +6 tr? — ri ty —6 +, 1a + 
“+ l3.ta +ạ, 
J+ = !! x + 3 vị + tý —0Èp + — 0 ty*tay + 
-+- - 2.tr› Kha. 
' 


273. un phép biến đồi tuyển Linh biển cạp dạng toàn 
phương ft, ÿị thành cấp dạng fạ, 3 (RÈU qua RKhong tdìty 
ïNiHiệ 


A) /ị = 3XÏ — 7 vỆ +} 3 ưa, 
t„ = 31 i+* 13 A2 -Ƒ- 10 +t1pta, 
[2 = — 7t — 3 U} — 1201. 
2 — l3 U‡ + 33 Uš — 36 rWz: 

b)/ƒy=3+‡ + 2 vỉ — 10 +32, 
41192 <<8ie 

} 


1} — 3U UŠ — 44 t0:. 
2 = ?*) g) + 19 + 20 wa. 


&I, HẦM SONG TUYÊN TỈNH 


224. Chúng mình rằng : 

g8) NẾU trong ,nÓÖL cơ sở nào đó mã trần của MỘC hàn 
song tuyển tính là 4 thị trong cơ [sở mới mì trân của 
- hàm đó là ¡ = TAÁT”, trong đó 7 là ma tru chuyền từ- 
Cử SỞ CŨ SAHg CƠ SỞ Mới. * è 

b)ỳ Các dạng song tuyển tỉnh tương đẳng nhau có thể 
xe "hư cúc "dạng Song tuyến tỉnh của cùng mới hàm 
song tuyển tỉnh nhng Lính: trong các cơ sở khúc nhau, 


c€) Mi hàm song tuyến tính bất ký có thẻ biểu diễn 
thành tông cña một hàm đối xứng và một hàm phần xửng 
và sựt biểu diễn đó là duy nhất, 

đ) Mỗi hàm toàn phương được suy ra lử một và chỉ 
một hàm song tuyến tính đối xứng (gọi là ®#đm cực 
của nó}. : 

tc) MỖI hàm toàn phương ecemit được suy ra từ một và 
jhỉ một hàm song :nxển tỉnh lếi xứng euAil, 

275. Chứng minh rằng : 

8) ấp hợp LấL cả các veetơ đẳng hướng bén trải (bên 
phải) của không gian miềtric song tuyến tỉnh £ lắp thành 


một không gian cón, KÝ hiệu là *?(2” ), nó được gọi là 
không gian eon đẳng hướng bên trải (bên phải). 

b) Số chiều của không gian con đẳng hướng bèn trải và 
bên phải bằng nhàn và bằng số khuyết của ma trận của 
lang mẻtric Ce, ) tỉnh trong một eú sở nào đỏ, 

c) Hiệu giữa xố chiều của không gian và xổ chiều của 
các không gian còn đẳng hướng bằng hạng của dạng song 
Luyến tính métric, 

đ) hỏng gian mềtLgic xong tuyển tỉnh là khong gian suy 
biển khí và chỉ khi nó không chửa các vectư đẳng luướng 
khác 0Ð. 

276. Chứng mình rằng: Nếu z# là một khỏng gian coón 
không suy biến của khỏng gian thị đối với 2 có sự 
phân tìch trực tiếp 

"cơ" 8m Ă+£f@ạt” =ƒ t6, © - Q) 

Bảo lại, mếu it nhất một [rong các phần tích (1) đúng 


thí không gian còn «£ không suv biển, 


27%. Chứng minh: rằng các không g gian mẻtrie song tuyến 
Linh Lrên cùng một trường đẳng cấu với nhau khi và chỉ 
khi các ma trăn Gram của các cơ sở Lùy Ý chọn trong các 
Không gian đó tượng đẳng với nhau, 
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38. Chiún;t thỉnh rằng: 


É: Các không gian giả ơclÙil được xúc định bởi số chiều 

và kW số của chủng gai khúc một đẳng cấu (ta gọi ltÝ số 

Ớ —=š — ứt — s), Lrong đó x iũ số hệ số dương rong 
tạng chuẩn của hàm song tuyển Lỉnh mềẻtric). "¬ 

b) Số chiều của hỏng gian đơn hình luôn luòn là SỐ 
châu và đối với mỗi 2. tồn tại chỉ một không gian dơn 
hình 22 chiều sai Khúc n(ộọt đẳng cấu, Trong môi Không 
gian đơn hình 322 chiều tồn Lại một cứ sở sao cho Loan 
đó tích vỏ hương có dạng 


(CƯ, UJ)  Ua — 2t ĐC <«« TC ¿na (2n — (Van /2n~t‹ 


(rong đỏ ty, và. au VÀ ƯA, s««. Ua¿ là các tọa dò của .U và (/ 


t3 Với môi n8, tồn Lại chỉ một (sai khác một đẳng cấu) 
Không gian oeliL phức 2+ chiều, Trong mỏi Không gian ơclit 
phức ¿t chiếu. tồn Lại một cơ sở sao cho trên đỏ tích vò 
tướng có dụng : 


(U, J) = + + 2202 *†- ‹-- T†Í VaU«- 


d) Trong mỗi không gian giả anitLa ø chiều, tồn tại một 
CƠ SỞ Sao. cho trên đỏ tích vô hưởng có dạng 
` 


c. , /) = Ai0g xE «« T 32, — 1, 0Uài — s‹ — 1043 


co z9,,(iát xử @ là một không gian mềtric song Luyễn 


lnh không: SUY biến (thường hoặc ecmit), NớG. mình 
rằng : 


a) Môi hàm tuyến.Lỉnh /(@) xác định trên không gian 
có Lhể biểu diễn bởi một và chỉ một cách tưới dạng (tt, œ4), 
trong đỏ ứ là một vectơ xắc định thuộc Ø. 


b) ["hép biển đồi liên hợp bên ph: -#* được xúc định 
trột cách he nhất bồi ~34, 


tr) (eo? + 2)' —c/`'+ 2°. 
(c1⁄2)` =.2'e#*, 
(czZ?)* = cơ#* hoặc c«#*“ 
(tủy theo Z£ là không gian mềtrie song (luyến Lính thường 
hoiie ecmhiit), = 


ˆ 
dÀ “Tìm mới Hiên hệ giữa sa Lrận của cấu hề | biển đôi 
“+ vị œ#”, 

280. Giá sử Z là không gian mềtriec song tuyến tỉnh 
Không su biến (thưởng hoặc ecmiL). 

Chứng mình rằng : 

na) Nếu mẻlrie của khỏng gian Zđ đối xửng] hoặc phản 
xứng thì ‡* — *z#£ đối với mọi phép biến đồi tuyến 
linh z#. 

b) Nếu các phép: biến đồi Luyến tỉnh ~‡ và ⁄2‡khác nhau 
thì cúc hàm xong tuyến tính (rz2, ý) và (1⁄2, ý) cũng 
khác nhìu. , 

e) Một hàm song tuyển tỉnh bất kỳ /Y, ) xúc định 
trên đ có thể biều điển được dưới dạng (re?, U), lrong 
đó +ý là một phép biến đồi tuyến tỉnh của khỏng gian 2. 

281. Gia sử đ là không gian không suv biến thường 
hoặc ecmil, 

vững minit rằng : 

a) Nếu mẽtriec của không: gian đ,đöi xứng thị cúc hàm 
xong tuyến, tỉnh đổi xứng ứng với các phép biển đồi tuyến 
lính đối xửng của , còn các hàm song tuyển tính phần 
xứng ứng với các phéj biển đỏi phán xửng:. 

b) Nếu mềtrie của không gian Z phản xứng thì trải lại 
các hàn: phần xứng ứng với các phép biến đồi đối xủng; 
côn các hàm đối xứng ứng với các phép biến-đòi phần 
xứng, 
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CHƯƠNG VI 


NỬA NHÓM 


Một phép toàn (hai ngòi) Lrên một tập Š là một ảnh xi! 
từ tập Š + Š tới tấp S. Nếu nh xạ đó được Rỷ hiệu bởi 
đấu chiãm (.) thí ánh của phần tử (ứ, b)C€ ŠX3⁄ Š trong Š 
được KỶ hiệu hởi œ. ñ, Thường tt gọi phép toán nh vậy 
là phép nhân và bồ dấu chim đi, viết đơn gián là a6, Ta 
cũøg dùng cúc KỶ hiệu —, }<.0, #,... đề chỉ các phép Loàu. 

Phép toán (.) trên một Lập 5Š được gọi là có tính &ẽt hơi 
nếu œ. (Ö.c) — (ư.Đ).c vời nuọi đ,b,c € 3. 

Một tứ nhóm là một tập Š trên đó đã xác định môi 
phép toàn có tỉnh Kết hợp. 

Một tập con 2 của nội nứa nhóm. được gọi là mội 
nửa ni¿m cóứt của nữa nhóm Ÿ (đổi với phép toán đã cho 
của nửa nhóm Š) nếu từ œ, b kẽ 7` suy ra a5 € 7. Giả sử 
cÀÌ là một tập con khác rộng của một nứa nhóm: Š thị giao 
của tft cá các nửa nhóm con của Š chứa .Ì (trong đỏ có 
bản thần Š) là tầột nửa nhóm cón của nứa nhóm $ chúa 
Á và được chứa rong mọi nứa nhóm con của Š chứa +, 
Ta ký hiệu nứa nhóm con đó là CÁ) và gọi là rửa 
nón con sink bởi tập ⁄(. Nều €.Ì) —=Š thì 1 được gọi 
lá một /t g2 của nứa nhóm Š, 

Nếu 1, / lácäe tấp con Kkhiáe,rôgg, của một nia nhóm 
(với phép toàn nhận) thị Lich 2L được định aghìn là : 

‹\J? == [ab | œ€ .\,b€ DỊ. 

Một tạp cọòn ¿Í của tHÓI nứa nhóm Š được gọi là mìỏi 
tđèean trỏi [pidt| của nứa nhôm Š nếu S.Ó C 2L {[ÁXCC .IỊ. 
Một tđẻ¿eøứœt (hoặc mi iđean Hai phía) của một nữa nhóm Š 
là mốt tấp còn của Ÿ vúa là iđểan tcái vứựa ta iđean phải 
của ®, 


134 


được nều với các phản tử +, ø tV Ý thuc Ÿ tử hệ thức 
(4 = (!(/ SUY PA # = Ụ. Tương tự La cũng định:nghĩa phần 
tứ ư giản ước phải được nếu Llử #đ = tổ suy ra 2= #. 
[Phần Lừ œ@€ Ä gọi là phần tử giản ước được nếu nó vừa 
gian trớc Lrấi được vừa giản trớc phải được. 

— Phin từ e của mỏt nửa nhóm $ được goi là phần từ 
đơn bị trái [ pàzH] của Š nếu ea — đt [œeœ= tr] với mọi &€ S. 
I?liìn tử @ được gọi là phầẩut., Lũ đơn tr nếu tỏ vê là đơợt 
vị phúi vữa là đơn vị trai, 

In tứ at của một nứa nhóm Ý được gôi là một nhần 

Lử /ñu đẳng nếu: v2? = +. 


I?liìo Lử ứ€Ý được gọi là nàn tử không bên trái [Phần 
từ không bèn phải ; phần tử: không] của nữa "nhóm Š tiểu 
lừa == HH |[( =S= HE; (H S= tt S= tt] vời Tnọi @€ Ñ 

MộiI nh xạ  Lừử mi nứa nhỏm ŠŸ tới một nữa nhóm $7 
được gọi lạ một đồớg cứu, nếu g(ab) = s(đ) ;(b) với mọi 
tt, b +  .Ý, Nếu ngoài ra @ còn là một đơn ánh: [toàn ảnh, 
Sóng‡ nh | tứ Š tới Š” thì đồng cấu @ được dọi là đơn cấu 
[fòdrmt cầu, đẳng cắn| từ nứa nhóm: ‹Ÿ Lời nửa nhóm $. 

Àlót quan lệ tư ng đương ø trên nửa nhóm Š được gọi 
là not? ương đẳng phải trên Š nếu (ad, bỳ € ¿ kéo theo (dc, 
bc) €¿ với mọi e v. 5„ẮẲ Tương tực quan hệ tương đương 
£ được gọi là một trơng đẳng trái trên Ÿ nếu (da, Ð) € p 
kéo Lheo (ca, cÐ) pc với mọi e€ Ÿ và quan. hệ tương 
đương £ trên Š được đọi tà niộL tương đẳng nếu e vừa là 
tương đẳng trải vừa là tương đẳng phải trên S. 

Nếu đã cho một tương đẳng Ø trên một nứa nhóm 3 thì 
tra lắp tập thương Sịe ồn cúc lớp tương đương theo quan 
hệ e. Giá sử A, Ø € SỊg, tức là 4 và ? là hai lớp tương 
đương tùy Ýcủa Š theo quan hệ ;. Nếu œ,: ay¿ € 2\, bọÐ„€ 
thì (@y Đị, gyÐ¿)C€ ø, do đó tích 4/) của hai lớp 4L và 
được chứa trong một lớp tương đương € của Š theo quan 
hệ c. “Ea định nghĩa phép? Loán (6) trên SJ¿ bằng cúch đặt 
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:1.PB= C. Thể thị Šj¿ là một nứa nhóm, gọi là nửa nhỏm 
thường: của Š theo tương đẳng e. 

Giả sứ ŠSíz là một nủa nhóht thương của nửa nhóm theo 
tượng đẳng 2. Thể thì ảnh xạ @: Š Tý SJ¿ đặt tương từng 
môi pÏlnìn từ £ € ŸYvới lớp tương đương Fchứa .v là mọi 
đồng cấu, gọi là đồng cấu chính tắc tử nửa nhóm 3 tời 
nứa nhóm thương S†Ƒ¿. 


`© 


$1. PHI:P TOÁN ĐẠI SỐ 


%8*%. .Trén Lập Ý các số nguyên dương ta định nghĩa 
một phép toàn (o) như sau : 
H1 O f1! — th, tì, n C V. 

a) (hứng lỗ rằng (no no j = IHo (to ) khí và chỉ 
khi mm, 7ø thốa mần Lrong các điều Kiện : 

(i}ỳ0m = 1:0“, pIúy Ý thuộc NV, 

(ii) p = I1: m,?tủy thuộc , 

(ii1)1= : /j = 3: 1" tùy ÿÝ thuộc À, 

lb) Fum sắc số mụ ø thôn mẩn mo n<== noi, 

283. Cho một Lập +( có ? phần tử, 2) < ít < ð. 

na) Hay xác định trên Lắp -i các phép toán hai ngôi có 
các Linh hit: (1) đối với chúng Lồn tại phn tứ đơn vị 
trong tập 4ý Gì) có thê giận ước cho mồi phần, kú buộc + 

b3) Chứng tê rằng với 0 =ð tồn tại những phé|: toán 
không KẾU hợp trên lắp Á thỏa mãn cúc điều kiện trong 
cầu :1). &ì 

38%, Giả sử .\ là một tắp trên đó đã xác định một phép 
toàn kết hựp (+). Ta định nghĩa phép tĩnh tiến trái ý ng 
với phần tứ œ € .1 lá ảnh xạ lữ 4 vào chỉnh nó xúc định 
bởi 


YaŒt) =—- @ # .U với moi AC 41. 


a) Giả sử phần tử ứ@ € Á có Linh: chất là phép tĩnh tiến 
trái y„ là một đọn ảnh tứ .Á vào .(, Chứng Lỗ rằng nếu 
tồn Lại một phiia LỨ ứ € ¿Í mã @ứ $ÒỒ  = €( thí ứ là phần tứ 
đơn vị trái Lrong A đối với phép toán (e ). Xếu Lön tại 
muội phiền tử U €.Ì nà Œx«* 0 —(tVvì một phân Lũ Ð < 4 
mã ứœ € Ở — LH « da = 0. xươnn 

b) Giá sử phần tứ ứ“€ 4 có LũMH: chất là phé¿ø tĩna tiến 
Y4 là một toàn ảnh tử .{ lên Á. Chúng tỏ rắng nếu tồn tại 
mót phiần tử ứ €.Ì mà H $ @Œ = @ thị H*e @ =t với mọi 
+ €.l. 

về Chứng mỉnh rắng điều kiện ất cô và đủ đề phép toản 
(T) trên .\ có tỉnh Kết hợp là mỗi phép tĩnh tiến trải yx 
dino hoán với môi phép tĩnh tiến phải ềy (8y được gọi là 
phép tĩnh tiến phải nếu với mọi 0 € Ä ta có Šy(H) — tt ¿ ). 

3đã, Giá sức .Ì là một Lập trên đó đã xúc định một phép 
toàn phân. ÁnHì xạ 3 : zL —x ¿L được gọi là mọt phép cát yên 
tịc phới của 2Á nếu S6) = a. ô(h) với mọi ¿,b€ A. 
Tương tự ảnh xa y : .Í — 21 được gọi Hị một phép chuyên 
dịch trải của ¿LÍ nếu y(25) = +) .Ðb với mọi d,b«<€ 4 
ChữPng mình rằng : ù 

a) Nếu £ € -Í và äy, ÿv Lương ứng là các phép Lĩnh tiến 
phi và Lecái của .Í ứng với + thì 
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Š(x) 


“Zˆ Ẩ:¿ 
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b) Ảnh xạ y :.V —+ + là một phêp chuyến dịch Lrái của 4Â 
khí và chỉ khi nộ gio hoàn với môi phê p tĩnh tiến phải 
củữt -Ÿ, 

e3 Phép toán trên 2Ý có tính kết hợp khí kí chỉ lhi mỗi 
phép tĩnh tiến phải của ¿{ là một phép chuyển dịch phải. 

3586. (iiá sử Š là mi Lập trên đó _ xúc d[nit một phép 


bản nhận, Chứng amìỉnh rắng chỉ xây ra một (rong bốn 
khít mắng gau đầy : : 


hội TĐĐC 


(1) @khỏng có đơn-vị phú và dơun VỊ trại, 
(2) 3 có íL nhất một đơa vị trái nhưng không có đơn Vị 
_phái nào. 
(3) Š có iL nhất một đơn vị phái nhưng không có đơn 
vị lrải nào. 
_—_ ŒÐ Ä có một đơn vị (hai phía) duy nhất và không cỏ 
đơn vị phải và đơn vị trái nào khác. ” 
287. Giá sử 59 là Lập tất eä các số thực nầum treng đoạn 
_{0, 1]. Ta định nghĩa phép toán (o) trên tập Š nh iu: 
(ŒtO  — («+ 0 —- úb, ¿, Ð € S, 
trong đó +, —, . ở vẽ phải là các phép cộng, trừ, nhàn 
các số thực, Chứng míỉnh rằng : 
a) Phép toán (o) có Lính kết hợp. 
bỳ Nếu ứœ, b€ S mà @s< b thì ứđoc<Đoc và cođqsŠ 
co b với mọi € < bã 
288. Cho Š là lặp lfI cả các số thực nằm trong đoạn 
{U, 1Ị. Ta định nghĩu phép toán (+) trên tập Š như sau: 


(œ -†E b : 
. ¿ h , 
1 +-(b HẠ tân “ 


trong đó các phép toán trong biểu thức ở vÉ phẩi là các 
phép công, phản, chia số thực, Chứng mình rằng : 

a) Phéji toán (+) có tính kết hợựp và ŠŸ chứa phầu tử 
đơn vị đối với phép tuán (*). 

b) Nếu @«. b < s mà ứ << ð thì ứœvc << b~«c và “+ sàn -b 
với nàộọi c € S. 

289. Gian sử G =W x R là Lập tấL cả các cặp số thực, 
Trên tập G tá định nghĩa phép toán (+) sau đây : 


tt» Ù == 


(tụ, Uị) 2 Crac Ø;) = (tụ is. t”? ơi + 9à), 
128 


- 


rong đó ở về phải là các phép công, nhắn và lv lũy 
thửa cư số e Lrên tập số thực, 

a) Chứng mình rằng phép toàn (+) có tỉnh KRẾU hợi và 
ti ứ chứa phiện Lứ đơn vị đối với phép toàn đỏ, 

b) Với môi phiẩn tử (+, ) € Œ hãy tim phiin tử nghịch 
dáo đối với phép: toán (*). : 


c) Trên Lắp G ta dịnh nghĩa môi quan hệ -< như sau : 
(+, ) -{ (ar, / ) khi và chí? khi A <£ A' hoặc 


JwW = ¿tt vá ƯỨ % tí” 


` 


Chứng mình “ở nếu (.t,.) ‹% (%, `) tú 
(+, 0) + (œ, ð) :< (3, 0') * (¿, b) và 
(œ, h s(+, J) < (œ, Ð) + (+ 0) 
với mọi (œ, b) € ŒG. 
220, (ïiá sứ Š là tập tẤUca các sở thực nằm trong doạn 
1}. Trên tập Ä tị định nghĩa phép toàn (vs) sau dây : 
(+ *e b == mịn (+ °, 
q) Ghững minh rằng phép loàa (+) có tỉnh Kết hợp và 
Lập Š chứa phần tử đơn vị dối với phép toán (+). 
b) “rong tập Š có phần tứ nào có nghịch dâo đổi với 
phép toán («) Không ° 
2391. Mlột tại Ð trên đỏ xúc định mọi phhéji loán nhàn 
đướzc gọi là mọi tiếu. nhọ nều với mọi g b€ môi 
pÍ—ntong Lrinh đt =s ð và 1u == b có mìối ngiiệnm dư nhất. 
q) (nứng ” minh rằng / tà một Lựa nhóm khi và chỉ 
khi trêu 2 có thể xác định hai phép toán o) và (+ ) khác 
thỏa an các đồng nhất thức sau : 


ằ{œ @ b) —b; œo (ah) = bù ; 
(b +a)‹t — b; (ba) - a = b. 


1:7!) 


bỳ Chfrng tỏ rằng tập P= [1, 32,3, 1, 5} với phép toán 
nhân cho bói bảng sau đây lít một tựa nhóm : 


IL 393 4 á 5 


| 'š ở 4#.ä Š 
mm W ¡ 3 3Ÿ 3 

Ýýl 9 X 1 69% 

4 L 8 § 31 ñ 


292, Giả sử P là một tựa nhỏm (xem bài 291) với 
phép toán nhân. Ta dịnh nghĩa hạt nhận trẻi của 
là ”. 


= |a€ P`| ‹(v9) = (u+)0, +,  €C P). 
Xu: tế ta định nghĩa hẹt nhân phối của # lù tạp : 
V;= |+€ PỊ (tự) = +(0:), +,  € ÐPỊ. 
Clurng mính rằng : 
a) Tựa nhóm Ø có hạt nhàn trái (phải) khác công khi 
và chỉ khi nó cỏ đơn vị trái (phải). 


bỳ Các hạt nhàn trải và phải khác rồng của Ð là những 
nhóm còn của 2Ð, 


393. ha một hệ thống gốm bốn tập không giao ahau 
từng dời một Q, 1, LẺ, L2, Các phần tử của Lập Q được 
gọi là các điềm, cúc phần tử của các tập Í⁄ í = 1, 3,3, 
được gọi là cúc đường thẳng. Giả sử giữa cúc điềm và 
đường thẳng có một quan hệ mà tì biếu thị bằng lời 
là «điểm nấm trên đường thẳng» hay «đường thẳng đi 
qua điểm », 

Một hệ thống nhị vậy được gọi lấ một /ưới nếu thôa 
mãn hai diễn Riện : 


1U 


@) tÓÏ điều: nắm biên một và chỉ một đường thăng 
của môi họ L!,(=1.3, 3. 

(ii) hai đường thẳng thuộc hai gÀ khắc nhau có một và 
chỉ một điểm chung, Chứng mình rằng : w 

a) Trong một lưới hai dường thẳng Kiuộc cũng một lại? 
U! khoang cất 'nhau (không có điểm: chưng). 

5) Các lo 7, ¡ se 1, 2, 13, cô cùng lực lượng, 

€) Nếu 2 lý :một Lắp lũy Ý có cũng lực lượng với cúc 
tập f2!và nếu In đảnh số các dường thẳng thuộc £Ì bởi 
các piriai Lực thuộc Ð theo một cách nào dó thì Lrêu tập Đ 
La có thể xác định mỏi phép. toán nhìn nữ san : ta định 
nghĩa dz = €, d,b,c € P nếu giao điềm của khai đường 
thẳng / € 2! và lỆ € 0ˆ nằm Lrên đường thẳng /$ € L§ 
Chưng tà ¡ cứng đối với phép toán đó Ø là một tựa nhóm 
(gọi là tực tham tọa độ của lưới đã cho}, 

đ) Aloi tựa nhóm Ð là tựa nhóm tọa dò của một lưới 
nào đỏ. 


23814. (iía sử Ø? ¡á một tựu nhóm với phép nhàu, fa gọi 

Œ tá šnột tựa nhóm: đối vựng tiểu 
(tụ) = x = U (+) 

vởi mọi +,  € P, Chứng mình rằng : 

a) Mlọi Lựa nhóm đối xửng đều giàn hoán. 

b) Đếu ký hiệu nghiệm của phương trình @U =b lá 
Œ Nó và nghiệm của phương trình gứ —=b lít pIœ thì tựa 
nhóc 2 là một: ra (bón đổi xứag -khi.xaehí.KHi với 
mọi +, €.j? ta có 


+ == tị = +. 
$2. NỬA NHÓM 


..^ ° * * % * ... Š P % 
295. Gia sử Š là một nứa nhóm với phép toán nhàu. 
Chứng mịnh rằng : 


a) với mọi phần Llử œ, b € 3% cúc tập @N, Sh, ằ¿Sb, Sa 
đều là-những nữa nhóm con của S, 

b) Nếu 4l và Ø là những núa nhóm con của nửa nhó"h 
Ÿ và nến /:1 C 231Ð thị :1J2 là mọi nửa nhóm còn của nửa 
nhóm Š, F 

296, Cho T là tập hợp tấL eá các số thực thuộc đoạn 
{1, 1} và ST t¿ [2|. Trêo tập hợp Š ta định nghĩa phép 
toán (o) sau đây, với mọi œ6, Ð € Ý;: 
tt TC b nếu #£ + D'< 1, 

3 ĐỂU @Œ + b ~> 1. 

a3) Chứng mình rằng với phép toán (o) đó Š lập thành 
gquốt nứa nhóm giao hoán có đơn vị. 

b) Tìm trong nửa nhóm Ÿ những phần tử lũy đẳng, 
Lức ià những phiin tử œ € Ÿ mà đo“ = d. 

297. Cho mội tài .Í. lv hiệu 2.13) lì tập tẤU cả các 
lập con của tập -Í, Ta định nghĩa phép toán TT trên Lập 
2(:\) nh sau : với hai làip con tùy  X, 3 của 4 


tị (} lb => Ị 


XftftY= %  Ÿ, nếu XÃAAY hồ, 
“1 . nếu X^AY . Ạ 
a) Chứng tỎ rắng với phép toán đó 2() lắp thành 
môi nứa nhóm giao hoán có đọn ÝỊ, 
b) Trong nứa nhóm đó có phần từ lũyv đẳng nào 
không 3 
298. Nửa nhóm Š$ được gọi là một rửa z+hóm tì ng 
nếu mọi Jyliïn tức thuốc: 9* đều: Hfphữ tr tú lấy đẳng: Chứng 
minh rằng : 
an) Nếu Nhuiễ, $ là một tập Ly #, 2(.1) là lap Lất cá các 
tập con của tập ÄÁ và nến trên 2GĐ ta xúc định phét 
Loán («<) : 


ÝŠX+ 31 =XA Y với mọi N, Y< 2A4) 


thi (2L) là một nữa nhóm lũy đẳng giao hoàn. 


112 _ 


+ 


b) Àloi nứa nhỏm HÀ - đang siao lioäán Ÿ (tn# cĩu vỏi 
một nứa nhóm còn của nứa nhóm lũy đẳng giao hoản: 
2(S) định nghĩa Lrong cầu ¡1), | 

cì Nếu Š lW một nứa nhóm lũy dâng gino hoàn (với 
phếp toán nhân) thi quan hệ & xác định bởi A' << khi về 
c" Khi AU == +  €S là một quan hệ thứ tr trên tập Š. 

Hổi với quan hệ thú Lự đó chứng TÔ rằng nai phiin tử 
+, tùy Ý thuộc Ÿ bao giờ cũng có cần trên )iẴng +. 

299, ( ho một Lạp N túy Ý, SỶ hiệu 2Zy lá tập (ấU cá. 
các phép biến đổi của Lập X (ức là các ảnh xạ từ + tới Xỳ. ` 
ứng mình rằng : 

A4) 2v là một nữa nhóm có đón vị với phép toán là 
phép nhàn các ảnh xạ, gọi là nửa nhóm tất cá các phép 
hiển đổi cua tạp ^V, 4 š 

bộ Phần Lử @ thuộc nữa nhóm 27,4 là một lũy đẳng khi 
và chỉ khi cái thu hẹp của phép biến đỏi + lrẻn tập CXỳ 
la phép biến đồi đồng nhất. 

300. Phần Lử # thuộc nứa nhóm Ý được gọi là „hân tử 
th nạ bên trúi (bên phú] nếu ụ = A, [av  x] với mọi 
Ụ € 

Chứng mình rằng : | 

añ) Nếu nửa nhóm Š chứa phần tứ không bén trái [phẩu¡]} 
li tập UấU cả các phần tử không bên trái [phải] của ®% là 
một nửa nhóm con của Š, : 

b) Các phần tử không bên trải của nửa nhỏm 7x các 
phép biến dồi của tập ÄÝ Cxem bài 299) chính là các phép 
hiển đồi biển mọi phần tử của X thành một phi tứ cố 
định đổi với phép biển đỏi đó. 

6) Nếu [XÃ | >> 1 thì 7, Không chứa phần tử Không bè 
phải. 

301. Nửứa nhóm Ý được gọi là HIẾT nửa nhóm (Ji KỚC 
trái được nếu với mọi ứ, +,  € % từ dẳng thức ứk == 01) 
NHY ta ¿ == , Chúng đỉnh sảng 
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tt) Trắng một nứa nhóm giản tiếc Lrài được đợi phần 
tử iñy đẳng đều là đơn vị Lưrái. 


b) Nếu tứ và ø là hai lũy đẳng khác nhau của nữa nhỏm 
Š giản trớc Lrái được thí âu ØA ‹ŠÐ = ở và các núa nhóm 
con Sư và Xe đẳng cũu với nhậu, 

302. Nửa nhóm % được gọi là nửu nhóm Aiclic sinh bởi 
phần Lũ œ¿ € ®, nếu mọi phần tử của Š đều là lũy thừa 
của phần tứ @„ và được ký hiệu là Ÿ = tớ. Chúng 
mình rằng : : 

8). == (@) vỏ hạn khí và chỉ ki túọi lũy. thừa cúc 
phần tử ¿đều khác nhau. 


b) Nếu (ø) hữu hạn thì Lồn tại hai số nguyên đường 


F và 1ì sao cho đ@®** — cử và 
Si) = {tr đe “Hs 
c) Tạp ÀÑ„= = Íd'$%u*?®!4..., (08*7=1} là một nhóm còn xic- 
líc của nữa nhóm đi Xi - €3, rong đó P và mì xóc định 


nh trong cầu D). 


303. Giả sử X là một tập Lùy Ý. Ký hiệu ®*x là tập tất 
ca cúc đầy hữu hạn phần tử của tập X. Trên x ta định 
nghĩa phép nhân là phép ghép liều nhau, nghĩa là nếu 
(Xq,.e, #2) và Uy ss.<v Ua) là các phần tử thuộc #xy thị 


(Äyue.o© Zm)‹ (pbiseẽ lu) ¿seo Tư Uịpce+ Ủa). Chứng 
minh rằng : 

t3 Với phép toán đỏ 72x Lrở thành auột nứa nhóm gọi là 
nửa nhóm ?ự do trên tập X. 

b) Nếu % là-một nửa nhóm tùy Ý và œ@¿ là một ánh xạ 
Lùy Ý từ tập X tới tập Š thì Lồn tại một và chỉ một đồng 
cĩui @ từ nửa nhỏm # x tới nửa nhóm S SAO cho củi thụ 
hẹp của œ trên Ä⁄ trùng với e„ nếu coi mỗi z € X đồng 
nhất với dãy (+) € Ex. 
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304. Giả sử Š là tập tít cá cúc số phúc khúc khong, la, 
định nghĩa phép toán (o) trong Lập Š như sau : 
an h—= |dđ|.Ð với mọi œ b € Š. 

R) Chứng mịnh tông với phép toán đó Š trở thành một 
-nửa nhóm. _ “ 

bỳ Tim các phần tử lữy ttẳngJLrong nửa nhóm Š, 

Te) Chứng minh” rằng với mọi phần tử ø, b <€ ` as-0, 
phương tr nh 4a # = b có mội nghiệm đduv nhất troaaø %. 

305. Giá sử Š là tập tất cả các cặp (í, j) các số nguyên 
không Âm ¿, ƒ Tà định nghĩa trong ŠS một phép toán nhân 
như sau : 

_- Œ, )(&k,D = ( + k.,.2*/+ 9. 
(so sảnh với bài 289). 
tx Chứng mình rằng : 

a) Với phép toán đó Š là muội nửa nhóm chứa đơn vị. 

b) Với mọi phần Lử z = (b ) và 8—= “ [) tùy Ý thuộc 
. 4$ ta có zŠ A BS z4. 
©) Tồn tại những phì Lử  = Xã Ù và B—= = (È. /) thuộc 
_Š sao cho Š%x A SB =.ó. 

306. Cho một tập Ý tùy ý và tập Ñ* tẤt cả các số nguyên 
khòng âm. Giá sử ƒ* là tập tất cả các hàm @ : X — Ñ* sao 
cho @(z) - Ú với ‹Íít nhất một và nhiều nhất đuột số hữu 
hạn z&€ X. Ta định nghĩa 1niộL phép cộng trong Ƒˆ* bằng 
cách đặt : 

sà củi -@+U0)Œ)S=2(@9 +). —., 
trong đó jïhép cộng ở về phải là phép còng cúc số nguyện 
thông thường, Chứng mình rằng : 

l „ 3) Với phép Loán đỏ #* là một nửa nhộmŸgiao]hoáin. 
b) Nếu đồng nhi hóa tập X với tập con X* của F* gồm ` 


những hàm so; mà @„ (#) = 1 và +, (u) = 0 vời  = +, 
thì xmmọi hàm gs X h Lử Lập*ÄX vào một nửa nhóm giao 


X 
10—xã 145: 


hoán tủy ý Ÿ Lớn Lại một vá chỉ một đồng cấu g*: £* —+Ÿ 
tử nửa nhóm /#* tới nứa nhóm Ÿ sao cho cải thì hẹp của 
g* trên X* trùng với -‹ 


§2. IĐPAN VÀ TƯƠNG ĐANG 


307. Nửa nhỏón Š được đọi tà một nữa nhỏ¿n đơn phổi 
(đơn trái) sầu S hong chứa idêan phải (Lrải) nào khác $, 
Chúng mi: rứng 


- 


vi 11917 (, = có 


b) Alỗi phần tử lấy đã nợ của ¡not nửa nhóm đơn phải 
ja muột win tự đơn vị trải của nó. 

300. Giá sử 3Ÿ là một nửa nhóm đơn phải và không. chưa 

ñy đồng. C:ng mnh rằng : 

"` Đằng thức: ~ự = !J không thể thốa mẫn với bất ký 
+, j nào thuộc” s, 


bỳ Nếu ngoài ra 3 là nà nứa nhóm giản trớc e phải Hung 
(tức là tứ = JẲứ Kéo theo + — ÿ với mọi da, +, ÿ € 3) thi 
Í.S$%s | = lờ | với mọi s Ý” = 4, 

309. Giả sử Š là tập tít cả các cặp số thực s dương. 

Ta định nghĩa phép nhân trên ŠŸ nhịy sau : 

-{ b}. (c, đ) = (t€, be +- dì}. 

œ, b.£, d tà cấc sĩ thực tưng Hẳy “ở Xã Các ghép toán ö 
vế phải là phép cóng và phép nhân số thực, Chứng tainh 
rằng: ' 

a) Với phép toán đỏ Š* là một nửa nhóm đơn { (tức là 
không chứa iđểan nào khác šŠ}. 

_b) % không chứa lũy đẳng 

e) Tập Ø tất cả các phần tủ đạng (1,b},b thực > (0 là 
một nữa nhóm còn của Š đẳng cấu.vỏi nửa nhóm cộng 
cáo xở thực đương, 


310. Giá sử ŠS là một nửa nhóm chứa phần từ không 
bén phải: (xem bài 300), và ký hiệu # là tận tất cả các 
phần tử” khòng hèn phải của nửa nhỏm $ ;. Chứng mảnh 
rằng : . : = - + 

a) # là một iđên nhai phía của nửa nhỏm S$. 

b) Iđêan X được chứa trong mỗi iđẻan phải của: nữa 
nhóm Š. 


311. Cho ki Ị l = dị! _ một l:ọ sắc iđènn Lrai (phải, hai 


pÌMa) ‹ cá một sáa nhóaa *$, Chứng mình rằng : 
10x: CU £ = V T.: cŸỨag lÀ smiất iđêän trải (phải: bai 
¡€I 
phía) của nủa nhóøt ®, "ăn 
b) Xzu sáo ÌÏ = A, T¡ = ¿ thú Ý cũng là mội iđêan 
¡C€ St 


trái (pbdi, bai phia) của nữan! ôm Š.` - 

312. Giả sử: 7 ià một iđèan b+í phía của niột nữa nhớm 
S- Ta dịnh nghĩa xnột quan hệ hai ngôi e trên ŠŸ như Sau : 

Với a,b € Š%, (œ, b) € ckhi và chỉ khi hoặc á= b 
hoặc œ và Ò cùng thuốc Ï. Chứng minh rằng: s | 

a) ø là một tượng đẳng trên nửa nhóm Š, gọi là )ượng 
đẳng Fìizơ theo môđun ÏÌ. xIẾG- xế. 

b) Các lớp tương đương của nứa nhóm % thiếp tương 
đẳng. g là bản thân ƒ và mỗi tập [“l gồm một phần tử 
trong đó ad € ŠN TH. 

-313, Giả sử-ƒ là một đống cấu, Lừ một nửa nhóm) K lên 
một nửa nhóm T. Ta định 'nghĩa xnột quan hệ 8 trên Š như 
sau: (4đ, ð) € 6 khi và chỉ khi ƒ (4) = Ƒ@): với mọi 
œ b € %. Chứng minh rằng: — | 

a) 8 là một Lương đẳng trên. nửa nhóm $ gọi - là tương | 
đẳng hạt nhân của đồng cấu ƒ và ký hiện là '8 = Ker/.... 

Öb) Tồn tại một đẳng cấu ÿ từ nửa nhóm thương $j8 lên _ 
nửa nhóm 7, sao cho đối với đồng cấu chính tắc 65: 
s —= $/8 ta có g0* =ý. 
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-814. Giả sử $Š là một nửa nhóụ tùy ý. CGhiứng mỉnh 
rũng Ì' 


8) ( (ao của cac Lương đăng Liên ð cũng là một tương 
rẻ trên Đc: 


.... 8¬ 


V.^ 
giao hoïn, lũy đẳng, giần ước được. và nếu hễ= =cð VÀ Œ nợ, 
SJ8 cũng có các tính 'chÑu tương 'ủng. 


_@) Nếu ¿ và ơ là hai tương đẳng tùy ý trên nửa nhóm 
Ý thì tương đẳng bé nhất trên Š chứa ø và ơ là 


(2 t2 'ø)' = Ờ œv ơ)". 
._ n=1 
_®#315: Chõ $ lh một nứa giớn và H là mọt tập con túy 
Ý của Š$. Ta định nghĩa trên Š một quan hệ Z2,¡ như sau : 
2u = [(œ, P) € 5 >*‹À | ø+ € “H khi vàchỉ khi hx € 
với mọi + € SỊ. 

Cliững mình rằng : 

a) Z2 là một tương đẳng phải trên SŠ. 

b) Nếu ŠS là một nhóm và tà một nhóm con cua nó thì 
là tàp Lất cả cúc cặi (q4, & mà #Jœ —= Hi, 

c) Nếu ký liệu : 

W,, —= Íx£ €< ŠS | vs € Ñ với mọi .< ếl và nếu Ty ó 
thì WỨ, là một-lớp tương đương.Lheo Lương,., đẳng, 2,„. 
đồng tới TVg 1à thợt iđêân phải đủaT"hữn nhóm 8. 

đ) Nếu ạ là một tương đẳng phải tùy Ý trên nửa nhớm 
$ và H là một lớp tương đương theo tương đẳng phải a 
thì eẹ € ZÖteo 

316. Giả sử Š là nửa nhóm nhân.tất cả các số nguyên 


đương và # = [ñh| là tập gồm một số nguyên. đương “, 
Chứng minh rằng : 
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a) Tương đẳng phải 2„ (xem bài trên) cbia R thành 
một số hữu hạn lớp tương đương. Tìm các lớp đó. 


b) W„' (xem câu e) bài trên) gồm tất cả các số nguyên 
- đương không chia hết *, 
317. Cho Š là một nửa nhóm và #ƒ là một tập con tùy ý 


- của nửa nhóm 9> Ta định nghĩa trên Š niội quan hệ 2„ 
nhì" sau : 


2 = [(a,b) € Sx % key xE H khi và chỉ khi rỒu € H 
: với mọi z,  € ŠÌ. 
Chứng minh rằng : ` 
a) 2u là một tương đẳng trên ». 
b) Nếu ký hiệu. 
V = |a€ ŠS|xay Œ H với mọi +,  € Š$| và siếu 


« z ø thì W là một lớp tương đương theo tương đẳng 
2,¿ và đồng Lời YŸ là một iđèan hai phía của ŠS. ˆ 


§4. NỬA NHÓAI CHÍNH QUY VÀ NỬA NHÓM NGƯỢC 
318. Phần tử œ thuộc xmội nửa nhóm š được gọi là 
phần tử chỉnh quụ nều tồn tại một phần tử + € S Sao cho 
a# qœ = a. Chứng minhrằng: - T. 
nN Phần tử a € Š là một phần tử chính quy khi và chỉ 
khi trong Š tồn tại một phần từ lũy đẳng e sao cho 


aSA/ |a| = #§ vJ.|e|. 
b) Nếu £ là một phần tử chính quy thi trong $. tồn tại 
một phần tử Ð sao cho... 


" 


ba = a và b ab.—b, 


(Phần tử b thỏa mãn điều kiện đó gọi là phần tử ngược. 
của a và œ6, Ð gọi là hai phần tử ngược nhau). 
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_319. Một nữa qhóm Š được gọi là một sửa nhóm chính 
quụ nếu, mỗi phần” tử Của % đều !a phần tử chỉnh quy 
(xem, "bài tấp trên). ` 

8) Giả sử X và Y.là hai Nắp” | tủy '#, “Trên Lích Đềcác 
$S=X xY ta định ñghĩa một phép toán nhàn sau. đây : 
(21201) (ẽ 02).=> (tà 02)--Cvo 89; :€ cX,.0ï Ứạ € +55 
Chứng tổ rằng với phép toán đó Š lập thành mội nửa 
nhóm: chính quy... : = 

b) Trong rửa nhón. %ö cầu a) liai phần tử bí¡U kỹ đều - 
ngược nliau. : 4 

320. Nưa nhóm ŠŸ được gọi tà nqAốL ước tới JHjItỢð, 
nếu mỗi phần tứ œ thuộc Š có một phần tử ngược duy 
nhất Ð thuộc Š, mà ta kỷ “đe là b-= = (7Ì, Chứng mnìỉnh 
rẳng: „ - 

a) Ñfột nữa nhóm chính quy Š là ĐHỘL \ nửa nhóm nữ\tợc 
khi và chỉ khi hai phần tử lũy đẳng tủy Ý của §$ giao 
hoán với nhau. 

b) Trong mìột nứa nhỏ INƯượC Š ta có các đồng nhất 
thức sau : * 


(6)! = t7 (1) 
(dự) —=u 'tt, €2) 
uv”1! yụ ~! < gụ”* vve~1, (3) 


với mọi +,  € Š. 


c) Một nửa nhóm chỉnh quy S là một nữa nhóm ngược 
` khi và: chỉ khi: 3 tiöa ñuấn các! đồng.. nhất thức (1). €3), 
- (3) Lrong cảu b). 

321. Cho một tập XÝ tùy: *. Ta địnlr nghĩa mộL phé? thế 
bộ. phận của tập XÃ là một song ảnh @: Á —> 8 = $(.Ì), 
trong đỏ Á và Ø là các tập .con của X. Ta ký hiệu 2~t: 
B~>A là ảánh- xạ ngược của s. Giả sử: Zx là: Lập .Lất cả 
các phéj; thế' bộ: phản của tập X, kê cá phép thế rồng, 
từ tập tổng ¿ lên chính nó nhà là ký Hiệu là 0. 


1Ấấu 


lafđịnh nghĩa phép nhúa hat D40 LỰƯ (hược @X HH, 
sau ? Nếu g: A => B.ụ: C— D. 4a,. Ð; €, D là các tập. 
con của ÄX và .nếu' 8 C= ó thì- ta đặt Wo =0, còn : 
'nếun Z ^A kh ó và giả sử l[ = @ !(ð A €) thì fìa định 
nghĩa + là củi hợp thành của hai ảnh xạ thủ hẹp @ |.U ` 
và: tụ | g(}. Chứng mình rằng : 

_.a) Nếu ø.  € 2x thi ọ €-Zx 

-b) Với phép nhân đó, Zx: lập LhãnH mọi nửa nhóm 
ngược. gọi là nửa: nhóm ngược đổi xứng trên tập X. 

6e) Mọi nửa nhóm ngược $ đñng c cĩu với một nửa nhóm ˆ 
con của nửa nhóm ngược đối xứng trên Lập Š. 

322. Cho Š là một nửa£fnhóm ngược. Ta định nghĩa một. 
quan hệ trêu Š bằng cách coi œ < b khi và chỉ Ithi ab~f = 
=Eaa~!, Chứng minh rằng : 

4) Với các phần Lú~œ,bÐ € %,a<&Š€D khi và chỉ khithôa 
mãn một trong “các đẳng thì:c su đương sau : 

(1)3ab”! =auo”!, (U) ba”! =d@~) 

(2)! =aˆ!a,(3Jbˆ'+a = da 1a; 

-@) qœb~!a —= ú, (3) (7!bỒa”! =a"!. 

b) Quan hệ <“là "một quan hệ tlrử tự trên nứa nhóm 
ngược Š. s 

c) Nếu œ < 6 thì œ”! < 0~! và với mọi + € Š ta có 

* " a < œb-và + < b+. 

323. Giả sử Š là một nửa nhóm ngược, *" là mìiột nửa 
nhóm .nào đó và giả Sử @:z 6 —= 6' là một đồng cấu từ 
nửa nhóm+Š lên nửa nhóm $. “Chứng mỉnh rằng : 

a) Nếu e là một phần Lử lũy đẳng của %' thi tạo ảnh 
toàn phần của e` qua đồng Mở @ là một nửa nhóm con, 
ngược của nửa nhóm, -~ tệ 

_h) Š*' là một nửa nhóm ngược. 


e) Với mọi œ € Š, ọ(471) = — ((]”1. 
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324. Giả sử T tà một iđêan của nửa nhóm Š, ø là tương 
đẳng lixơ của $ thed môđun ï (xem bài 312). Chứng 
minh rằng 3Š là một nửa nhóm ˆ ngược khi và chỉ khi ï 
và nửa nhóna: thương ' Š{e là những nửa nhóm ngược. 

325. Giả sử Š là một nửa nhỏnx ngược - và.E là tập tất 
cả các lũy đẳng của Š. Ta {nh nghĩa một quan hệ « trên. 
3% như sa : ` 


z= Í(t® )€ %% <%|1r1 "== cj với mọi e€ E|ậ 


Chứng mình rắng : 

a}+ là một tương đẳng trên nửa nhóm Š, 
| b) Mỗi lớp tương đương của ` Jhep quan ˆ "hệ z chứa 
không quả một lũy đẳng của Š. 

c) Nếu ơ là một tương đẳng tùy ý trên nủa nhóm. Š sao 
cho mỗi lớp tương đương theo quan hệ ơ:chứa khỏng 
quả một lũy đẳng của Š thì ơ C z. 


336. Giả sử Š là một nửa nhóm ngược, z là miột tươi:g 
đẳng Lrên nửa nhóm Š và «Ằ = [s4¡ [| ¿ € TỊ là tấp tít cả cúc 
lũ» đẳng của nửa nhóm thượng ŠJ2. Chứng mình rằng : 


a®) Mỗi .1;, ¿ “<= L, là một nửa nhóm con ngược của nứa 
nhóm “S. 
_b) ng sổ) ‹Âi¡ —ó với ¡ z4» j. 
c) Alỏi lũy đẳng của nửa nhóm Š (được chứa Lroed 
mót -(; nào đó của «4. 
.; “gøï Í mọi ạ @€ ST và: Ñ 2 + (ồn tại Te? @ tho 
3J;q CC -4ụ. : 
e) Nếu œ, ab, bb—~! € +1 thì b < ;ị., | ` 
32?. Giả sử S là một nửa nhóm chỉnh quy. Trên Š la 
định » các quan hệ tương đương sau đây : 
£ = |(œ, b) € S6 | %« = Sb|, 
= [(a.b) € S3 6 | aŸ = bŠỊ. 


/ 
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Chứng minh rằng : 
.,a) 222 — 422. do đó ”= hệ S= /2 là quan hệ tương 
đương bé nhất trên Š chứa Z và 2. 
b)-Nếu với mỗi œ € Š ta ký hiệu Ø, là lớp tương đương 
theo quan. hệ S chứa a thì mỗi phần tử ngược của a nằm 
trong Ð, ệ 
328. Cho;W là một không gian _veetơ ñ chiều trên một 
trưởng P. Kử hiệu  —= Hom (Ÿ) là nửa nhóm nhân tất 
cả các phép biến đồi tuyến tínlrcủa không gian Ÿ. Trên 
nửa nhóm Z# ta xác định các. quan lệ Z, 2, S như trong 
bài tập trên. 
Chứng minh rằng với mọi ẹ, !# € F: 


_) (, tụ) € ⁄ khi và chỉ khi Kere = Ter ; : 
b) (e. tụ) € Z2 khi và chỉ khi 2(V) — (CV) ; 
©) (ø. 1Ð) € S khi +à chỉ khi ranltọ = rankt. 


HƯƠNG VII 


NHÓM 


Một tập G được: gọi là một nhởớm:-nếu.triên G:đã xác 
định một phép toán “đại số hai ngồi (toàn phần) có tỉnh 
chất kết hợp và kiả nghịch bai phía (hoặc G là một, vị 
-nhỏm và mọi phần tử đều có nghịch đảo hai phía). ï Nếu 
phép toán có tính chất giao hoán thì G gọi là nhóm. <iben. 
Số phần tử của nhórh (oếu nhóm hữu hạn) được gọi là 
cấp của nhóm. Nếu nhöm vò hạn, .tq. cũng nói rằng nó 
cở cấu vỏ hạn. - 
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Một fạp con H của @G dược gọi là nhóm con của G nếu 
#f [lắp thành một nhóm đối với cùng phép - toắri xÁC định 
trong G. Điền đó xây ra kbi và chỉ khi với. .mọi a b<H 
đều có ab~”! € H. Giả sử M là một tập:con_ của nhóm 
Œ. Giao của tất cả các nhóm con củi G chứa :Äƒ, tức 
là nhớin con bé nhất của G chứa tập-con Ä/ được. -gọi là 
nhóm con sửik bởi Lập 1 và được ký hiệu là (Äƒ), ; đí 
được gọi là £4/ sinh của nhóm con ấy. Trường hợp Äf chi 
gồm môt phần tử ø,"thi" (a} g được gọi là nhóm con xiclic, 
ví nếu @ = @¿ thì G được gọi là nh 2m ielie sinh bởi 
phần tủ: a. .= $ 

Một phần Lử + € G được gọi là có cấp. hữu hạn ¡t nếu 
n là số.tự nhiên bé nhất sao cho +“ = 6, (rong đỏ e là 
đơn vị của nhóia. Nếu mọi phần tử của nhóm đều eö cấp 
hủ u hạn thì G được gợi là nhóm: trà hoàn, Tạp hợp tất 
cả cúc phần Lử của G giao hoáa với mọi phần tử cña 
nhóm lắp thành một nhóm con gọi là đới của nhóm @ 
la kÝ hiệu là € (G) 

Giả sử # là nhỏm con của một "nhónñ @ đã cho và Ar là 
một phần tử tùy Ý của ÉGŒ. Tập con +£H gồm LấL cả các 
phần tủ đạng xã, h € H, được gọi là lớp ghép bên phải 
của G Lheo H và v được gọi là phần Lử đại điện của lớp 
đó. Ta có Lhê biểu diễn G thành hợp của cắc lớp ghép 
bên phải đối một không giáo nhau của G theo H và ta 
nói đã phân tích bén phúi nhóm G ” H (xem bài Lập). 
-Pương. Lự ;đối, với, các, kị) Ỉ lớp g épĐ bên trải, là sự 
gbeo th ` bên Lrái. ki MˆN jfP BuDP Nho xu 

Nếu Hj là mọi những - con của G sao cho sự phân. ch 
bên trái xà bên phải của G theo T trùng nhau; tức =lÏ = 
= H+x vời mọi w € Œ, thi H được gọi là một tước. chuần 
hoặc một nhóm con: bất biền cửa 6 và kỷ hiệu là H c È. 
Nhóm con: H là ước chuần của G khi và chỉ khi 

#”}! Hèv = H với mọi *# € G hay H chứa' cùng với phần Lử 
.h mọi phần tử liên hợp với 
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Giả sử H là ước chuẩn: của Œ. Ta kỷ hiệu: GIH là tập 
. tất cả các . lớp ghép (bẻn trái cũng như bẻu” phải) của' G;- 
- theo H, Ta định nghĩa phép nhân cúc lớp theó quy Lắc 
HH = xụ H thì GI11 sẽ lập. thành một nhónt (hại xạ 
gọi là nhóm thương của Œ theo H.. « 2d 

- Hộ hệ hữu hạn các “nhóm can lồng vào in của 
nhóm €: ` 


Œ =; Ñ o6, >  Đ ¬..20—=Ê_ : NN 


được gọi là một đã/ chuẩn tắc của nhóm 6 nẾu màỗối G¡ 
đều là ước chuẩần thực sự của Õ;_¡(Œ = 1, 3,... „#).. Các 
nhóm thương - 


GỊIG¡. Œ l0» .... Gx_tÌE, _ 


_được gọi là cúc thường của dãy chuần tẮc «0. Sẽ các. 

thương ấy, tửe là số É, được gọi là đồ dài của dãy (1) 
Dãy chuần tắc 

(. = LÊ —_ F, = ... ca ¬ ` = F: 


được gọi là cải mịn “%óœ của dãy chuần tc (1) nếu mọi 
nhóm con ¡ trong (1) dều trừng với môi trong các nhóm 
con #?j, tức là nếu tẤt cả cúc nhóm con có mặt trong (1) 
đều cỏ mặt trong (2). Một đấy chuẩn tấc không có cái 
_mịn hóa nào “khác chính. nó (không lặp lại) được 'gọi là 
du hợp thunh. Từ đó định nghĩa các thương hợp thành: 
và đỏ đài hợp thành tương tựưanhứư trên. 

+ Xlột hhữúnt`cổn #f'của' nhỏnv @' được gới là đhóñn có đ 
chườn nếu nở» được chứa lrong một dãy chuân Lắc nào 
đỏ của nhónA đó, Nói khác đi, tất cả cúc wớc chuần của G 

và tất cả cúc ước chuần của chúng (chưa hẳn: là trớc 
chuẩn của ŒG) đều là nhóm con q chu .. ị 


_ Một chuỗi giảm cúc nhóm con của nhóm Œ: 


6= HQ zH,¬lti>. 3m5 >5. 


được gọi là chuỗi chuần tắc giảm của G nếu H, <a Hạ_.„ 
n = 1, 2... Nếu chuỗi đó hữu hạn thì ta bảo nó bị ngất 
đoạn. Tương tự chuỗi tăng các nhóm con của G: 


= FạCC Fị C F¿CC... C #ạ C ‹. 


được gọi là chuỗi cuuần tắc tăng của ở nếu Pa <q Fs_¡. 
n = U, 1,... Nếu chuỗi hữu hạn thì gọi là ngắt đoạn. Hai 
dãy chuẩần tắc gọi là đẳng cấu nhau nếu chúng có độ dài 
bằng nhau và có thể.sắp đặt sao cho các ' thương tương 
ứng đẳng cấu với nhau. 


Giả sử G và Œ'-là cúc nhóm (phỏng nhóm, nửa ninh 
đã cho. Ánh xạ ƒ từ G vào G'* được gọi là một đồng cấu 
nếu nó bảo tồn các phép toán trong G và Œ, túc là 
ƒ(vu) = ƒC©) ƒ(W) với mọi +, g € G. Nếu ánh xạ ƒ là đơn 
nh, toàn ánh, song ánh và là đồng cấu thì / sẽ được gọi 
là đơn cấu, toản cấu, đẳng cấu tương ứng Trường Hợi 
G' G G thi đồng cấu ƒ được gọi là £ự đồn cấu. Nếu / là 
nh xạ đẳng cấu thì G lên chỉnh nó (trường hợp x =: ) 
thì nó được gọi lÀ một £ự đẳng cấu. 


Giả sử G là một nhóm và là một ước . ghun của G. ị 
Đồng cấu ø„ từ G lèn G{H xác định bởi ø, : # l—>+ H được 
gọi là đồng cấu tự nhiêm: ` 


Giả sử / là mỏi đồng cấu từ nhóm ° vào G'. Tạo ảnh 
“toàn phần của phần tử: đơn vị e'-của @G'* được gọi là hạ/ 
nhan của Ƒ, và được kỳ liệu là/ler¬ ƒ Sk~/£®!e13/Ta¿eñng 
đùng ký hiệu Imƒ/ đề chỉ ảnh ƒ(G) của nhóm C: 


Nếu ƒ là một đồng cấu từ G vào G” thi lšeiZ là một ước 
chuẩn đủa G và hn/ đẳng cấu với nhórh thường G|RKerƒ/ 
NI tử đồng cấu nhóm). 


-Nhóm G được gọi là nhóm Abến nếu qò = = b( với mọi 
a. b € Œ. Nhóm được gọi là nhóm giải được nếu G có 
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một đẩy chuẩn tắc giải dược hữu hạn, tức là đấy chuần: 
"tắc hữu hạn T1nà tất cả các thương của nó đều ben. 
Giá sử trong ' nhóm Ø đã cho một dây bất biển 
#È..= AC AC Áy Cá. CÁC. C Áp se hộ (1) 
Dãy. đó được gọi là dãu tắm nếu với = Ú, Ì,.«. „#2 — 1›- 
nhóm thượng 4ï ¡/4đ¿ nằm trong tầm của nhóm thương. 
GỊ4\;, nói khác đi nếu 
I4¡,,G]C -Íi (St, 1,...,/1— 1(2) 


- Nhóm Œ được gọi là nhóm 1ñ Hnh nếu, nó có mỏt dãy 
| tâm. Nhóm G dược gọi là nhóm chỉœ được nếu nG — Œ, 
n€ŒÑ,túc là nếu phưởng trình ®*==ứì da € GŒ,ñn€CN, 
luôn luôn có nghiệm trong (.iNHóm G được gọi là nhóm 
nội zạ nếu mọi đồng cậu Lừ AÁ vào Œ đều có thê mở rộng 
thành. đồng cấu từ Z vào G dối với mọi nhóm con „1 của 
nhóm # đã cho bíu kỷ, B : 

Giả sử Š là một tập tùy ý cho trước. Ta gọi là nhóm 
tự lo trên tập Š. mnàộtL nhóina cùng với ánh xạ /: SPƑ 
sa» chơ với mọi ánh xạ Š—= Ä từ tập Š vào một nÏ: 3n 
X; tồn tại một đồng cầu duy nhất *®:—> Ä sao cho 
biểu đồ sau giao hoán. 


(3) 


Giá sử 3 là một tập hợp tùy Ý cho trước. Ta gọi nhóm 
ben tự da trẻn táp Š,. một nhóm Aben #-cùng với một 
ảnh xạ /: Š —+ ? sao cho với mọi ánh xạ g:Š — X từ 
tập Š vào một nhóm ben Ä bất kỷ, tồn tại một đồng 

cấu duy nhất : / — X sao cho. biểu đồ @) giao hoán. 
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qNhóm G được gọi là nhóm-+a ảnh nếu mỗi biểu đồ 


C CĐ 


trong đó £ là toàa cấu: ¿ Hị đồng cu, đền được bộ sung 
bởi đồng cấu t:. Œ —= Ø8 đề thành biểu đồ giao hoán, 


NhöA G Gược gọi là xaột p — 6ó: nếu tiọi phần tử 


của @ đều có cấp là lũy thừa của đố nguyên tố ø. Tang 
gọi các” -nhóm con tối đại của các nhóm. hưu hậu là 
Các /-n1ðï6 coa Xiiöj. . 

Ta nói rằng auùóin G tác tì: nự trá:: tâm M nếu với mỗi _ 
cặp phần tử mm € 31, € G đã xác địch một phần tử 
mg € ÀI sao cho (7H04)J¿ = 11"(@iJ¿) và me =ứm với 
mọi mm € 4, ⁄ị, gạ € G. là đơn vị của nhóm G. “Tập 
mŒG —=|mu | g kì G| được gọi là quj đạo của phần tử m. Rõ 
ràng quỹ đạo của hai phần tử bất kỳ của 3/ hoặc trùng 
nhấu hoặc kbỏng giao nhau, như thể tập 3/ phân tích 
thành các quỹ đạo không giao nhau. 


§1. NHÓÄ(. NHOẤI "CON 


. 329, Xét xem cúc lặp sau đây đối với các phép toán 
xúc định trên chủng, có lập thành nhóm không ? Nhóm nào 
là nhóm com của nhóm nào ? Tìm cấp của mỗi nhóm nếu R 
| nó hữu hạn. 

1) Tập số nguyên đối với phép cộng. 

2) Tập số chẫn đối với phép. cộng. ` 

3) Tập cúc số nguyên bội của một số tu: nhiên n, đối 
với phép cộng.. 


4) Tập số khòng đối với phép công, 

9) Tập số I đối vời phép phản. 

6) Tập 3/ = [1, —I] đối với phép nhàn. 

7) Tập các lũy thửa của một số œ ==. 0 với số mũ tự 
nhiền, đối với phép nhàn. : lề Ă&: HỆ 


.ẳÖ#) Tầp.các số phứua có módun ¡ bằng, 1. đối xới phép 
nhần. - 

9) Tập sở hứu LÝ đối với uất Ù công: 

10) Tạp sở hìu tự dõi với phép nhận. 

f1) 1n số trần: tr Rhảáoe không đốt với nhé chân, 


SN Ti & về Nhân phán TY TIÊN 


° i4 ˆ= * + 
‡ ~et S xã & &Š 


19 Tập số hữu sà% hít cC lì: di. vở ï nhân chia thẳng 
thường. _ : 
15) Tạp s2 1836 Ki vết pheêp tứ. 
10) Tận cư uấnà báo # ti t¿ạc tặc phúc) của đơn vị, - 
đối với phép nhôn ° : 
17) Lầp cúc ly thừa bậc # của các căn bắc 7ø của đơn 
vị đối với phép hân (2Ø là một số nguyên tổ nào đó). 
19) Tắp các số .hực dương đối với phép toán a « b = @È, 
- 19) Tạp các số thực dượ ng đối với phép toủn t++b=—=a?02, 
20) Tạp các phép thế của ø phần tử đối với phép nhân. 
21) Tạp các phép thế chăn của + phần tử đối vời phép 


s >5 5 i 
23) Tạp các. phép thế lẻ của ø phần tử đối với phép 
nhân -*. - 


23) 1 p các đa tlỦttc- thtrc mớt đ 9` bác không quả 
(g9m cá bào H) đổi với phép cộng. 


_2 
^ 


2E) Lập cúc đa thức tltre một (in bậc n đối với phép 
còn, 

25) Tập cúc đa thức thực bậc bất „ (kẻ cá bậc I!) một 
ần, đối với phép cộng. 

20) "Fp các vecLz của kkhhỏng. gian ba chiều thông 
thường đối với phép cộng. 


27) TXtp cúc vecLơ của không gian R*, với phéj cộng, 

_298) Tặp cúc ma trận thực cấp ø đối với pliếp nhân. 

29) Tập các ma trận Lhực:không suy biến cấp ?t đối với 
phép nhân. 

30) Tàp các mìa trận cấp 2: với phiền tứ Í 2à chư dối 
với ¡ phép nhân. 

- 31) Tập các ma trận cấp ñ với phầm tử ngiÿ tên và định 
thúc bằng 1, đối với “phép nhân. 

32) Tặp các ma trận cấp ñ với phin Lử nguyên và dịnh 
thức bằng -- 1. đối với phép nhàn, ~ - 

33) Tạp các ma trăn chéo phúc không suy biế n, đối với 
phép nhân. š ạ 

34) Tập các aa trận phúc cấp ¿ø! đạng tam giác đối với 

phép hân với tích các phần tử trên được “chéo chính 
khác không. : 


35) Tâp cá * nìa trần phúc đạng 


(l2 q (tạa lỆ) ... U 
.4 “II ›2-&; 'E sy tỀ 


IÚ'  Ú -: 04.0 


VỚI địt 22 — Gị2 đại .“ Ú đối với phép nhàn - 
36) Tập các ma trận go% dạng 


¡0 đc (113 ««« iịa 
l. đọ» (Èsz« +. s6 .... đệo " 


đại dt) finạ ... 0 

. đối với phép nhân. . 

37) Tập cúc phép. đời hình của không gian 3 chiều nếu, 
. ta gọi Lích của bai phép đời hình*s và f là phép đời hình 
sĩ thu được bằng cách thực hiện các phép dời # và !, 


Í 
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35) Tập cúc sang ánh tử một tập 37 lên chính nó đối- 
với phéj lấy. tích cúc ảnh xạ. 

398) Tập các phép quay quanh tầm của môi khối đa diện 
đều biến mỗi khối thành chính nó (các phép tự trùng); 
nếu ta định nghĩa Lích hai phép (puay là sự thực hiện liên 
Liếp hai phép quay ấy. Tim cấp -của mỗi nhóm 'trong ð 
nhón ấy, 

420) Tạp Hom (X, Ä) tất cả các ảnh: xạ "từ N vào ÄX đối 
với phép nhìn ảnh xạ, 

_ 830, a) Ch+ ÄX là một nhỏ với đơn xvxijlá Chứng 
minh: rằng nếu ta có 22 =e với mọijdđ € X thì X là 
nhóm \bea, P : . 

b) Chủng minh rằng: làm €@) của một nhóm X là một 
nhỏin còn giao hoàn của Ñ và mọi nhỏm can của CCX) 
đều là ước chuân của Ä. 

331. a) Chứng mính rằng mọi nửa n-óm khác rỗng hữu 
lận X là một nhỏ khí švà chỉ khí tuật giản trớc thướẻ 
hiện được với mọi phn Lử của X. 

b) Chứng míỉnh rằng mọi bỏ phần {khác tỏng ỏn định 
của một nhóm hữu hặn X là một nhóm cạn của X. 

c)?Choä]X là một tập, khác §rông cùng với8một phép 
oán hai ngồi kết hợp trong Ä; ¿2L một ĐINH 
của X. lý) .-. 


= |u£ |+€X|, Xa = [va | x€X|.. 
Chứng mình rằng. X IàÄmột nhóin]khi và chi khá: õ: 
"qX = X¿ —= XĂvới mọi «€X. 
- 332. a). Chứng !minh ¡Xrằng) trong nhóm cộng các số 


nguyên Z2 một bộ phần Á của Z là một nhóm con của Z- 
nếu và chỉ nếu A4 "có dạng /nZ, me@N(/0 


b) Chứng mỉnh rằng mọi nhóm . con của nhóm 'sxielie 
đếu là nhóm xielie, 
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„ 3343, ad) lim tt củ các phản tử sinh cua nhóm công cấu 

SỐ- nguyên. | | : 

- b) Tim tất. cả các phần tử sinh: của một nhóm xiclic, 

hữu hạn. Tim số phần tử sinh. của một nhóm xiclic 

cấp m ,_ N 
334. Trong. nhón nhân các Số, phức khác không, tim 

các nhóm con sinh bởi các phầu tử sau : 


A) C)g; 
b)ì(——+ kế LỘ: 


£) Giao của mỗi nó coa nói trên với nhóm con göm 
tất cả các số thực ki.ác không. 

335. a) Chứng mưnh rằng nếu œ là một phần tử cấp ñ 
thí ø* = 1 khi và chỉ khi & chia hết chon, ~ 

b) Chứững minh rằng với hai phần tử œ, Ð bất kỹ của 
nhóm Œ, tích að và ba có cùng một cấp. 

đ), Chứữog,auinh, rằng với bà phần tử @, Ð, e bất Kỹ của 
nhóm G, các tích abc, bca, caÖ cô Cũng cấy! tha nhàng: 

d) Chứng mình rằng trong miột nhóm Aben, tích của 
phân tử a có cấp m với phần Lử b cỏ cấp Øñ là một phần 
tử có cấp mưi nếu ft và 2: nguyên LỔ củng nhaàu. 

336. Tìm tất cả các nhóm con của 

a) nÏHm xielie cấp 6; 

b) nhóm xielie cấp 21. 


337. a) Chứng mình rẳng nhỏm đối xứng bắc n, với 
0 — 1, được ch bởi tàp tất cả các phép ` chu Su, trí 
(ỉ, D› b, jJ= Šs-4 yết ses» 1, : —. 

- b) Chứng minh rằng nhóm đối xửng bậc ø, Ø —3, được 
- 8inh bởi cúc phép chuyển trí 1 3). (1 3). .... (1 n). | 

e) Chứng minh rằng trong nhónï đối xứng bậc th >3, 
Lất cả cácchủ trinh ba số sinh ra nhóm thay phiên (tức 
là nhóm con gồm các ðF ép thế ehấn bắc n)., 

đ) Chứng míỉnh rằng nhóm thay phiên bậc n n >3. 
được sinh bởi các chu trinh ba số (133), (121), ...., (120). 

3308. Giả sử G là một nhóm xiclic vỏ bạn sinh bởi 
phần Lử v. Với số nguyên không âm mm, kx: hiệu H„ là tập 
các phần tử dạng ›vÊ” (4 = ID, + 1, +-2,...). Chứng mính 
rằng : | z. 

“£ Hạ là nhóm con của nhóm @, 

“ G không. cỏ nhớm con nào khác ngoài các nhóm 
con tin. ` 


389. Giả sử G là mỏi nhóm xiøtle hữtut hạn cấp n sinh 
bởi phần tử +. Với mỗi số tr nhiền là trớc của n, kỷ 
hiệu Mạ là lập, các phần tử x, sàn =y S08 0M xa, Chứng 
1ìiáh rằng : 


n) Hạ là sóc eón của nhóm , 
_“. 
b) Nền “ì t¿ thị bã bu, ¬ 
c) G không có nhóm con nào khác ngahÍ` cúc nhàm 
còn đa với tất cả các trớc d của số tr, ‹ 
340. a) Chứng minh rằng tính chất «là nhóm cỏn » có - 
tỉnh bắc cầu. 


b) Chứng mình rằng mọi nhóm vò hạn đều có vô số 
nÏH:Ón con. 
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©)‹ Chỉ rõ những nhóm nào 
— chỉ có 1HồI nhóm con. 


— chỉ eœó hai nhóm con, 
— chị có ba nhóm con, 


'&9, ỚU 'CHUAN, NHÓM THƯỜNG 


341. an) Chứng minh trăng nếu KIÊN Llứ ;€@ dượn chứa 
trong một lớp ghép bên phải \+H của nhónï @ theo nhỏnh 
con #⁄ thị HH = ví, Tương tự đối với các lớp ghép trái. 

- b) Giả sử:H là một nhóm con của Œ và v. €Œ. Chứng 

* minh rằng các lớp ghép bèn phải aỞỨ, H hoặc Lrùng nhu, 
hoặc không có pltìn Lừ chúng nào. Tương tự đối với cúc 
lớp ghép: trải. 

e3 Chứng mình tằng nếu @€ Œ là một phiền Lứ tùy ý và H 
lÀ mềỹột nhôm còn của G, thì tt được chứa trong một lới 
ghép phải và một lớii ghép trái của G theo H, 

độ) Chứng mình rằng với một nhón còn # nất ký của 


nhóm G, luôn luôn Lồn tại sự phản tích bên it và bên 
trái của Œ theó H: . 


e) Chứng mính: rảng nếu G là một nhóm cấp n; ? là 
một nhóm con cấp & thí la có a= kj, trong đó j là xố: 
lớp ghép trong sự phản tích (bèn phải . Lrái) của Œ 


thi? H, 

‡) Chứng mình rấIk trong n¡ỏU thêu Tiâô, Sflpb của 
mọi pho tử của nó đều J]ấ trớc của cấp của nhóm, 

g) Phản tích một nhóm G tùy # theo nhóm con đơn vị 
và Llieo chính Œ, ta sẽ được g¡* : 

349. a) Tux sự phản tích bên phải cúi nhóm đổi xửng 
Šạ thoô nhóa con đồn hai phần từ e và (13). 

b) Tìm sự phần tích bén trài của nhóm thay phiên 4i, 
Lrco nh;:ồm con gồm ba phần tử e, C123), (1339). 


343. a) Tìm các sự phản tích cúa nhóm xiclic cấp 1U 
Lheo tất cả các nhóm eon của nó, 


b) Tìm sự phân tích của nhóm xielie vô hạn sinh bởi 
“phần Lữ v theo nhóm con sinh bối.phần tử xŠ, 


-344. Trong nhóm đối xứng Š;, tập nào trong các tập 
sau là lớp ghép theo một nhóm con nào đó :. 

a) #Ý¡ = {(34). (1234) ? 

b) #¿ = [(12), (123), (1234] 2 
_@) Ñ; = Í® (1234), (13) (24), (1132)] ? 

đ) X„= {(12). (13). (L1), (15)|7 

e) Kg= [(12). (152) (34)J 3 

345. Tìm tất ¿Ä các nhỏm' con của nhóm đối xứng 
- bàc 3. 

Nhóm nào trong các nhóm đó là ước chuần ? 

3346. a) Chứng ¡minh rằng giao của hai rể : chuần của 
một nhóm G cũng là một trớc chuẩn của G. 


b) Chứng mình rằng tích của bai ước chuần của nhóm 
G cũng là một ước chuần của G.- 


347. a) Cho liai piẻp thể ø và. +đã phân tích thành các - 
chủ trinh độc làp. Chứng mính rằng phép thế £~! s¿ cõ thể 
Lim được bằng cách áp đụng phép thế † vào các số của. 
phép thế s. 


Áp dụng với *.= (123) (15), 
(= (31) (324). 
bỳ Từ đó chứng mính rằng nhóm con “ 
K = |(1). (12) (3-41), (13) (21), (11) (23) 
là một yrớc chuẩn Aben của nhóm đối xứng Š„‹ 
Nhóm này được gọi là ahómnt Kiein, 


348..a) Chứng mính xắng nhỏm thây phiên bậc ø là 
wwze chì của nhóm dối xứng bắc 0t. 
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- bỌẸC. rnự ninh rằng một ước chuẩn bất kỹ của nhóm - 
thay phiên 3 với 0 >> 3, chứa íL nhất một củ trình 3 xố 
thì trừng vời .1« 


349. Giả sử G là tập Lất cÄ các bò ba số nguyên đang 
(#¡. #¿‹ 1) và Chu kạ —l). Trong “ phép toán được XẮC 
định theo quy tắc - = 

(, &&,Q  °*)'(Œu fv ) =((¡ + tụy Â + lạc EỒ 
(Ấy, kx, —l)(i\, lao g) —— (Ái + lạ. k2 — !ị, —E) 
,XỚI 8 = =°Ì. 

a) Chứng mình rằng @ là một nhóm, 

b)ỳ Chứng minh rằng nu¡óm còa Ö¡ sinh bởi C1, U, 1) và 
(0, 1. 1) là ước chuẩn của Œ. 

c) Cuứng mình rằng nhóut con H; sinh bởi (1, 0. 1) là 
tróc chuẳn của ft. 

đ) Hạ có phải là ước chuẩn của H4 Không 3, 

350. Giả sử ( = 2Ÿ với phép nhân trên 2 xác định nhìy 
SaL : 

(kạ, &;. &3) Œ\, _ (¿) = (Ái + (—1)ka tụ, Rạ + lạ. kạ + 1a). 

) Chứng. tô rằng GŒ là một nhóm. 

b) NiIưnh côn #Í sinh bởi phần tử (1, 0, 9) cỏ phải là 
ước chuản của G Không 3? B 

351. lý liệu G£E (na, #) là tập các ma trần phúc cấp ở 
không suy biển, Z7 2)'K) Kí tập các na trận phức vấp 4 
có định thức bằng 1, Ö (ø, K) là tập các nìaÃ trận chéo 
phức cñup zs T (n, K) là Lập các ma trăn phức cấp + dạng 
tam giác với phía dưới đường chéo chính bằng hỏng, 
TT (a, S) là tập con của T (n, K) với các pIitn tứ thuộc 
đường citéo chính bằng 1, f7, (3 1à Lập con củat'(a, K) 


với m— 1 đường chóo bằng không ö ơ pp"híi Lrên đường chéo 
chính, Chứng: mình rằng : 
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n) Các tập trên đều ià nhóm đối với phép nhàn na Lrắn: 
b) ŠLk (na, R} là tước chuân của G. (n R). 
c) ỨT'(n, K}) là trỏc chuần của 7 (n, Kỳ. 

.d) UT”" (nụ R) là trớc chuần của T' (n, K) với m = 1, 3, “ca. 


352. a) Giả sử Öƒ là một trởc chuần của nhỏm G. Ký 
biệu GIJI là tấp tác lớp ghép của @ theo Tỉ. Đặt tương. ứng 
cặp lớp ghép (+, H) với lớp ghép +ựụ H, hãy chứng 
1:11 rằng lá thu “được Tmột hé» toán đại số hai n ôi 
trên G}H. x 

b)ỳ Chứng mình rằng tập ? cúc lớp ghép 6JH lắp thành 
một nhóm đối với phép toán xác định Lrến. Nhóm này gọi 
là nhóm thương của G theo ước chuẩn #. 

— #3 Các nhóm thương G⁄2G, G⁄E là những nhóm nào? 
(E tà nhóm con đơn vị). : 

— đ) Giả sử cấp của nhóm @ là ø, cấp của H là £. Tim cấp 
của nhóm thương G⁄⁄H, 

e) Tìm nhóm thương của nhóm cộng Z trên nhữm con 
. các số nguyên là bội của 15. 

f) Mö tã LẤU cả cúc nhỏm thương của nhóm cộng các số 
nguyên 22 theo cúc tróe chuẩn của nó. 

g) Tìm ¡nhóm thương của nhóm cộng cúc số nguyên là 
„bội của 4 trên nhỏm con £áz số nguyên là bội eủa 24. 

h) Tìm nhóm tlnểzng của nhóm nhân các số thực khúc 
không trên. nh#m con các số thực đương: 

35C. triiá sử Œ là môi nhóm, (£ và là bai phần tử của 
GŒ. Ta gọi phn tử agw g. l\ oán tử của x£ và ỤS 

a).Chứngt minh yÄ»g “nhóm con 4 sinh bởi Tập LL cả các 
hoản tử của tất:Cả các cặp +, của G là một trớc chuẩn của 
Œ và nhóm gffđơng ({j.{ là zVben, Nhóm con 21 được gọi 
là đựo nốm của G và thường kỶ hiệu là Œ' hoặc {G, G]. 

Ð) Giứng mính rằng muốn cho một nhỏm thương GIH 
của nhóm G là ben, điều kiện ắt có và đủ là ước chuẩn 
H chứa đạo nhóm G}. 
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œ) Tim đạo nhỏm của & và của :1a: 
. 4) Chứng tỏ räng đạo nhóm. của nhóat thay pSiên 1, tt 
nhóm Rlcin ; tức là 


{14 4=[0} (12) 34), (13) (24). (1) 3) |, 
c) “Chứng minh rằng : ` 
: [sc Sam s,vếi mọf DỰ tự nhiên. - 
f) Chúng mình rằng | 
[44s 4a] = -la với a >5. 
354. Chứng minh rằng: 


— 8) Trong mọi niôm đều có thể tìm được một vầy chuin 
Lắc đi qua tiệt trớc chuẩn cho Lrước của nhóm: đã cho. h 
c" Aã Hai dãy chuần tắc của một nhóm tùy Ý đều có cúc, 
.mịn hóa đẳng cấu (định lú Sơrae). 

©) Nếu nhóm Œ có đầy hợp thành, thị hai dãy hợp thành 

ft kW của nhóm đó đều đẳng cẩu với nhau (định lủ 
Jooc đăng — Hỏndc). 

d) Nếu một nhóm G có dãy hợp thành, thì môi đấy 
chuẩn Lắc của nhóm đó đều được chứa trong mỏi dây ì 
hợp thành nào đỏ và vị thế đều +ó độ dài không vượt quá 
độ dài của cúc đấy hợp thành của G, 

355. Chứng mình rằng : 

A) Nhóm: 2 có dầy hợp; thành khi và chỉ khi Lất eÃ các 
chuỗi chuẩn tắc tăng và chuối chuẩn tắc giâm của {no 
đều tigắt đoạn. ' 2= —ˆ--.......... 

1) Trong mọi nhóm con á chuần Z của nhóm @ đều có 
thể Linh, được ít: nhất THÔI trớc chuẩn thực sự Lời đại của 
nhóm còn đó. “.. 

356. Chứng mỉnh rằng : 

ca) Mọi nhỏnt con ä chun #Ƒ của nhóm (; với. đấy rể 
thành đều cö di hợp, thành. x 

_b) Nếu #Í là một nhỏ cõn Á chuẩn thực sự của nhé 
Œ thì độ dài hợp thành của nhóm T£ bé hẹn độ dài ợp 


I8 


thành của nhónt Œ, còn các thương hợp thành cáa nhónh 
c#f lặp thành bỏ phần của hệ các 'hương hợp thành của 
"chính nhóm (Œ. : 


c) Mọi nhóm thượng GjÍf của nhóm @ với dãy hợp? 
thành cũng có đấy hợp thành; độ đãi hợp thành của nó 
bằng hiệu của các độ dài hợp thành của @ và của #Ÿ, còn 
các thương hợp thành của nhóni #W Lạo thành snột hệ 
thương hợp thành của nhóm @, 


6) ` một ví dụ clưtng tô rắng một nhỏnh với đây hợp 
thành có thể chứa những nhöai con không có cv hẹp? 
thành, 


$3, ĐỒNG CẤU, nÌsh CẤU 


357. lý hiệu À/ là nửa nhónt nhân cúc ma trận 'phức 
củy øa >1, Ñ là nửa nhóut nhàn các số phúc. Các tình xã 
Ít. Fạ+ Fa Lừ -1/ vào Ä được xúc định bởi 

1) (2 =: deụtL ứ, 

b) ƒ> (a) — địa, 

©) /a Cứ) = 1, 
trong đó déL ứ là định thúc của mã trận @œ, ứyy là phần tử 
ở hàng mộL cột một của ma trần đứ, Chỉ rõ ảnh xạ nào là 
döng cñu 3 

358. na; Tìm tlấL cá các bự đồng cíu của nửa nhóin 
nhận LRU cả các số nguyên đang Ã " Én = 1. 3- V7 °,. — 

) Trong số đó, ảnh xẹ nào là tự đẳng ớ t, : 

359, a) Giá sử / là một đồng cấu từ phông nhé nhàn 
M, lên phông nhónt nhàn 372. Giả xổ: Ä/y cô một sở trong 
các tính chất: kết hợp, giao hoán, Kha nghịch bên 
trái, khả ngùịch bên phải, có đơn vị trải, có dơợun vị 
phải. Thế thí 3ƒ; có các tính chất tương ứng không ? 
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- 


b) Tấm một ví dụ đề chứng tỏ rằng nếu nửa nhóm đZ; 
thöa mãn luật giản trỏc và ƒ là một đồng cấu Lử “`7 lên 
nữa nhóm suÄ Lh 372 có thể hỏng thõa mãn luật 

giản VrứCs 


360. ä) Chứng 1minh VỐng + mọi nửa nhỏm xiclic võ hạn 
đế đâng cấu với nhau. 


b)ỳ Tn điều kiện Ất có và đủ. đề lai nữa nhóm xielie 
hữu hạn đẳng: cấu với nhau: 


361. ¡\) Chứng mình rằng mọi nhóm xiclic vỏ hạn điều 
đẳng cu với nhau. 

b) Tìm điều kiện ắt có và đủ đề bai nhóm xiclic hữu 
hạn đẳng cấu với nhan. 

362. a) Chứng mình rằng nhóm công các số thục đẳng 
cấu với nhóm nhân các số thực đương. 

b) Chúng mình rằng nhóm công các số hữu tỷ không 
đẳng cấu với nhóm nhân các số hữu tÝ dương. 

€) Nhóm công các số phúc dạng 0 + ĐL với @ b nguyên, 
đẳng cầu với nhóm tích Z < Z2. 

363. a) Chứng mình rằng nhóm các phép quay (tự 
trùng) của hình tứ điện đều đẳng cấu với nhóm thay 
phiên bắc +1. ¬ 

b) Chứng mình rằng nhóm các phép quay (tự trùng) 
của hình lặp phương và hình bát điện đều đẳng cấu với 
nhóm: đối xửng bậc +. xa. 

c) Chứng mìinh rắng nhóm các phéi› quay (tụ trùng) 
cua hình 12 mặt đều và bình 20 mặt đều đẳng -ấu với 

nhóm thay pldèn bậc ä. 

464. a) Chứng nưnh rằng lắp các phép quay quanh Lâm 
của một tani giác đều sao cho đỉnh này đến trừng với đính 
kía lập thành một nhóm đối với tích Nai phép quay là 
sự thực hiện chúng liên tiếp. Chứng míỉnh rằng nhóm đó 
đẳng cĩấu với nhóm cộng các lới? đồng dư theo nöđún 2. 


¬ 
‹ 
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b)ỳ Chứng mỉnh rằng nhóm cộng các lớp đồng dư theo 
H"IÖđt011 2t cỚI tự nhiên) dẳng cấu với nhóm nhân &Lự 
trùng » của một #ø— giác đều. 


'365.-: Giả sử G là nhóm tfẤU củ các phép biến hình của 
l ông gian 3$ chiều, # là nhóm các phép tịnh tiến, & là 
hót. các phép quay quanh miội điềm 0. ¬ 

a) Giithụ, mình rằng Ÿ là một trớc chun-của Œ, còn"& 
thị Không phải, 

bỳ Chứng mính: rằng GỊH œsh. 

366.) Chứng mình rằng nhóm đối xứng 3$; là ảnh 
đồng cấu của nhónt đổi xứng Š.. 

b)ỳ Chứng iainb rằng nhóm thương của nhỏn đối xứng 
Š¿ theo nhóm Elein Ấ = Í(CL), (13) (33), (13) (24), (1): 
(23)| đẳng cấu với nhóm %3. 

367. a) Tiết lập một toàn cĩu Lừ nhón công các số 
thực lên nhóm nhân cúc số phức có möỏđun bắng I. 

b) Ghuứng tính hằng nhỏan nhân các số phức có mô- 
đun bắng 1 đẳng cíu với nhóm titrơng của nhỏnY cộng 
các số thực đối với nhóm cộng các zố nguyên, 

360. ý hiệu ƒ là tương Ứng đặt nỗi số phức ng với 
mìiÖđểtn cửa nó. 

œ3) Ghứng mình rằng f là một toàn cấu từ nhóm nhân Ấ 

ác SỐ phức RiHiác không lên nhóm nhân các số thực dương. 
bộ) Tìni( ÍYer/ và nhóm thương &{[iSctƒ, 

c) Chứng mình rằng ÑÄjer £ dẳng cấu với nhónt nhân 

tac Số thực A lượn, Y nưhĩa hạnh, liọc của sự đẳng cĩu đỏ, 
369, KỶ Liệu /£ là ảnh xạ từ nhỏm cộng Ñ các xố phức 
vào nhóm công R các số thực, xúc định hỏi 


ƒ: ae bí te» œ6 


a) Chứng tô rằng / là một toàn cấu nhỏin, 
b) Tùm ler/ và nhóm thương JRSet/, 
€c) Thiết lặp đẳng cầu 2: ÃJRí( c R. 


tr] 


- Ý nghĩa hình học cúa đăng câu dò. 

370. lÝ hiệu ƒ là ánh xạ Lừ nhóm cộng X các số phức “: 
vào nhỏnï công It các số Lirtực, xác định bởi 

ƒ ::« + bịl>> b¿ 

a) Chứng Tổ rằng / lä mỏL toàn cấu nhóm,- 

bồ Tìm: Jlezƒ và nhóm thương KWÑerf. 

œ Thiết lập đẳng cấu +: Ñ ⁄Tt*—= HH, 

Y nghĩa hinh học của đẳng cấu này: 

371. 8) Thiết lắp một toàn cấu ƒ từ nhóm nhân GL(n, 


R) các ma Lrận tực không Suy biến cấp ð lên nhóm nhân 
các số Llnr#* khúc không R*, 


b) Tìm bé. ˆ 

cẴ)€ yhững mình rắng R* =: GL(0, R)/%, {ít R), trong 
đó S7. (n, R) là tập; các ma trấn thực cấp n cỏ định thúc 
bằng 1. 

372. lý hiệu G là nhóm cộng các số nguyên Gauxø, tức 
là các số tạng — DÈ với ứœ 6 nguyên và ¡ ——1. vẻ 
hiệu X là nhóm Z3 với pháp nhân xác định bởi ì 
CEc #;c £x) CHỦ: lạy Ía) = CÁ + (—1)*3 Lị, &; + lạ, & at lạ), 

-a) Thiết lập một loàn € tấu [ từ X lên 6G. ỉ 

b) Tuùana Rerƒ, : 

— +) Cừng mình “rẰng XỊ {, (. 0). „ Sx 6, 

_ 373. NỶ hiệu Ø là lập các đường thẳng ^ tang mặi 
phẳng có phương trình là tị = “ut + b (a0, b đả NI C 
sỹ Lhực). Ân lh xụ ` 

cà Àz) '— 4a 
trong đó, Ất Â¿c A¿ lần lượt có các phương trình là 
=> t5 <E Ôi, J Sm dạk by, Ụ = dị2V “† x. + b¿) 
xúc định một phép touản bai ngôi trong Ø. 
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a) Chứng mình rằng /) là mót nh on với phếp tuần trên. 
b) Ảnh xự ợ :Đ—«hlt* : 
| ¬ AI=—=ớ | 
Lrong đó R* là nhóm nhàn các số thực khác không, A là 
đường thẳng có phưy nạ Lrí nÍ:  = (ứE + ð, là một đồng cấu. 
ở) Núc định” Ket tú. Minh họa định lý đồng-cấu nhónt, 
374. Cho Œạ, Œ, là các nhóm nhận với đơn vị lầu lượt 
là #,. cặc RỶ hiệu Ở là tích DGcác của Œy và Ga, với phép 
nhân trén G được xác định như sau : 


(œ, b) (d, `) = (ua`, bb') 
_€#, tÈ <€ ứt, b, b' € G¿. 


A) Chứng nứnh tẵng @G' là một nhóm, Nhôm này được 
gọi là tích ‹ của các nhónệ (\ và ¿ và ký hiệu là (13: ° Ôas. 


với MỌÏ -' 


NéL các ảnh xạ 
/ì h (; -> (nụ 
Cty, 2) lay 
(.t. ta) c—— +2 
qị h Gy v““ ( | 
— #yI(A, ứ¿} 
da: . (7a — len 
| ha to (ụ,, 2) 

'bỳ Chứng mini rằng /¡, Ø3 Tả cầu toà *zifte Núc định 
lter/Ø, và Nera. 

c) Chứng mính rằng ¡, 4; là các đơn cấu. Nác định 
liuwựy và iu, Từ đó suy ra rằng Ớy đẳng cầu với bò 
phân Ớy >⁄ “¿ của 2 (ký biệu là 1), Gy đẳng cấu với bỏ 
phân e¡ < 6¿ của G (ký biệu là ĐÀ, 

- đ) Chứng mình rằng ‹Í và ÿÖ là các tróc chuẩn ca , 
+4 ØA B8=c£ làdơn vị của € và ¿LÔ? —= /)(\ = €, 


3275. ly hiệu Œ =@/,(n, Et) là nhóm nhân các ma trận 
vuong thực không suy biến cấp Øn, /Í là Lập các ma trân 
vuong thực cấp Ø?+ có định thức bằng +- 1, Ö tà tài các ma 
trần vuông thực cấp 2+ có định thức dương. : 

a) Chứng mình rằng :Í và ÖØ là các ước chuần của 6. 

b) Chứng mình vân (7 4 đẳng cấu vời nhỏm nhần các 
số thực đương. 

c) Chứng mình: rĩng G// là một nhóm xieclie cấp bai. 

376. a) Chứng minh rằng tập LấU'cä các tự đẳng cấn của 
tHột nhóm @ đã cho lắp thành một nhóm: đổi với phép 
Lich các nh xạ. Nhóm này được KÝ hiệu lì Aut6, 

b) Tim \uL2Z ; từ đỏ tìm nhóm cúc tự .. cấu của 
IHỘt nhóm xiclic vỏ hạn bất kỳ. 

c3 Cho Œ là nhóm sinh bởi [(13) (3Ð (50), G10. Tim 
u16. - 

đdỳ Cho G là nhóm xiclic cấp HE, Tìm u16, 

c) Cho G là nhóm xiclic cấu 132, “im 2\Xu1, 

3717. Giả sử G là một nhóm, 'Pm điều Riện đề ảnh xa 
biến mỗi phần tứ của Ø thành phin tử nghịch đạo của nó 
là một tự đâng cấu của @G, 

378. a) Giả sử G là môốt nhóm xiclic hữu hạn cấp Ø1? và 
œ là một phép biến đồi của G xác định bởi @(#) = #* vỏi 
mọi & € . Rhi nào thì @ là một tự đẳng cĩu của G3 
[rong G có côn các phép tự đẳng cu nào khác không 9 
- 3») Chứng minh rằng nhóm KG lát một nhóm Aben 

cấu chẵn nếu Œ là một nhóm xiclie lu hạn cấp lờn hơn 2 

379. Giả sử' ạ là một tự đẳng cấu của nhóm (. Chủng 
mình rằng: : | 

1) @(°) = £ (e là đơn vị của ), 

b) 2(œ—~!)=—= [+((@Q]T} với mọi da € G. 

©) Phần tử œ và +(ø) có cùng cấp, với mọi « € G. 

qđ) Nếu 3/ là tập sinh của G thì +(ÄM) cũng là uy sinh. 
của Œ, 
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e3) Mọi lớp các phần tứ Hiến hợp của G lại biến thành 
3) cúc phần tức Hiên hợp. “á, 


ke Cho @ là một nhóm, Với mỗi phần Lử œ < 0, ta 
( ảnh xi lẾð 3 
lv:Œ —(: 
57") I>t”'xa 


a) Chứng mình rằng /¿ là một tự đẳng cấu vũa Ớ, gọi 
và /# đẳng cấu trong xác định bởi phần tử eứ.. 

b) Chứng mình rằng lập các bể đẳng cấu trong lắp thành 
HỒỘL nhóm con của nhóm VutŒ. Nhóm này được kỷ hiện 
là IntGŒ: Hơn nữa, InLG <1 Vu. 

6) Chứng thỉnh rằng một nhóm con H của G kà ước 
chuần khi và chí khi ƒ,(H) = H với mọi tự đẳng cấu trong 
f4 của 6. (Vì lý do đó, các ước chuẩn còn được gọi là 
nhóm dọn bế biển). 


381. a) Chứng mỉnh rằng ảnh xụ 


(7 —x IntGŒ 
xác định bởi 
+2 ! fIl |—+ vs 


là một oàn cấu nhóm. 
— b} Tìm Icrz, Lừ đó chứng minh rằng GŒ⁄ZC(G) đẳng cấu 
với nhỏ IEnLG; trong đó C(G) Là tầm của nhón Œ, 

c3 Chứng mình rằng cúc phần Lử œ và b của nhóm 
xinh ra củng, 1mhột tự đẳng. cấu lroug khí và chỉ lchi cỈrúng; 
được chứa:Lưong vũng mọi lớp ghép theo Làm của nhóm, 


383. a) Chúng mỉnh rằng pếu G không giao hoàn thị 
ỨntŒ không thể là nhóm xielie; dọ đó Vu cũng không. 
thể là nhóm xiclic. 

b) `ếu Œ là nhóm hữu hạn Lhị .Vu(Œ và _"#NM? cũng hữn 
liạn 


c) Tỉì Ấn ví dụ để “ cưng tö rằng đếu nhóm .G đếm được 
thì nhózn 2u @ có thể hữu hạn, bai có thể có lực lượng 
coniclintim, 

đồ Tìm ví dụ để chứng tô rằng dù Ớy không đăng tấu 
vời ¿ nlhtrng cớ thể AutŒ;, = ,Xu17;, 

e) Nếu G là nhỏny không tầm (tức là C(G)=‡+) thí \ut6 
cũng là nhóm không tàu, 


ƒ) 1ìm vỉ dụ đề chứng tỏ rằng tồn lại những whón 
khong phải là nhóm Hự đẳng cĩut của nhóm nào cả. 


- 


§ÿ4. VÀI LOẠI NHÓM THƯỜNG GẶP 

383. hứng minh sự tương đưương của các mệnh đề san, 
mới mệnh để đếu có thể dùng làm định nghĩa của nhóm 
giải được : 

a) Nhóm G có một đấy chuẩn tc giải được hữu hạn. 

b)ỳ Nhóm Œ có một dầy bất biển giải được hữu hạu. 

c) Chuối giảm các đạo nhóm của @ sau siội số hữu hạn 
bước ngắt đoạn tại nhỏm con đơn vị. 


384, Chứng mình rằng: 


a) Mọi dãy chuẩn tắc của một nhỏm giải được đều mịn 
hóa được thành đầy giải được ; đo đó mỗi ước ec huần của 
một nhóm giải được đều được chứa trong một đầy giải 
được nào đỏ. $ 

b)ỳ Nhóm thường của một nhóm giải được là giải được, 

c) Nhòm con của một nhóm giũi được là giấtdược,®t++ 

d) Mỡ ròng của một nhóm giải được a4 nhờ mỏi nhóm 
giải được H là nhóm giải được ; tức là nếu 41, 7Ø giải 
được, 2l' = ¿l và GIÁ) = Ø thì Œ giải được. 

e) Alọi nhóm có một dãy chuẩần !tắc hữu hạn với các 
thương giải được đều là nhóm giải được. Đặc biệt tích 
trực LiẾp của mìội số hữu hạn nhóm giải được lại là nhóm 
giai được. 
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202. II HH1 Kaag ‹ 

a) Các. thương hợi thành của một nhóm giải được bữu 
hạn đềữ Jà nhóm .Aben đơn, tức là nhöin xielie: cấp 
nguyên: tố. - 

b) Miợi. P — nhóm. hữu sức đều giải được đối với SỐ. 

nguyên fố ø bất kỲ.. 

386. Chứng mỉnh tăng: 

a1 Mọi nhóm con của mô! nhóm lũy: linh lại là nhóm 
lũy Tinh. 
` b) Mọi nhóm thưg đề của Am lũy linh đếu là nhóm 
lũy linh 

c) Tích trực tiếp của một số hữu “hạn - nhóm lũy linh 
là một nlióm lũy linh. 

đ) Trong một nhóm lũy"*Ìinh, mọi chuỗi tun dưới và, 
chuỏi tâm trên đều ngắt đoạn sau củng Tmột số hùu hạn 
bước (số này dược gọi là.tở?p của nhỏaa lũy linh). 

. Ta gọi chuối tâm dưới của nhóm G là chuỗi ,nióm con 
\ Ne— t Ớn m, G, .„ Göy 2. 

trong đó : 
6v„¡= = 5 G], k =0, 1,:2... 
Chuỗi tâm trên của nhóm G là chuỗi nhóm con 
-B=—=zZaGZiG2:S..:a2Zx6.-e 
- trong đó Zx.tlZš lä tâm của GIZy, X« Le 

387. Chúng minh rằng đối, với các nhóm Aben thì : 

a) Một nhóm là chia được khi và chỉ khi nó là — chia ' 
dược đối với mọi -sÖ-pguyèn. tố p (ia biểu nhóm G là, 
p—cbia được nếu¬ ,Ẻ =6 vời mọi SỐ nguyên tố ' 
Pp— thực ra chỉ cần Œ = 6). 

b) :Một p — nhóm, là chia “được khi và chỉ khi nó, 
n— chia được. : 
_€) Nếu Lrong mọt Ð — nhoäi ở mọi hú tư‹cap -Ð 0eu . 
có độ cao vỏ hạn Lhì G' là nhỏm chia được (nu 'đ € ẽ thí : 


12~35 + ( lu 


số gu xhông ấm r lớn.nhất sao cho phương trình 

"# 4đ có nghiệm + € A. được gọi là. p — độ cao của 
tứ a. Nếu phương trình pÏ£r —= œ có cghiệm với r 

bất kỳ thì œ gọi là có độ cao vô bạn), 

- ©Y Mọi ảnh loàn cấu của một nhóm chia được đều Tà 

nh. mì © hía được. ` 

“.. Tịch trực tiếp các nhóm tà nhóm chỉa được khi và 

ch kni mỗi. hạng tử đều là nhóm chia được. 

989. Chứng minh rằng một nhóm Aben chía Ƒ NG khi 

và chỉ khi nỏ là nhóm nội xạ.”. 

389. XéL nhóm cộng các số hữu tỷ Q. Chứng min: rằng: 
~-a)Q là hợp của một chuỗi tăng về hạn 'các nhóm con . 
xiclic của nó. Từ đó: tìm một hệ sinh và các hệ thức xác 
định của cúc nhóm đẳng-cíu với.nhóm cộng Q. 

b) Q là nhóm chia được và là nhónt không phản tích 
.trực tiếp được. 

390. a) Giả sử ø là một số nguy ên tố đã cho nào đỏ. 
. Lập một chuỗi Lãng các nhóm xiclic cấp ø, cấp ØŸ,... cấp 
-ø°,... Chứng tỏ rằng hợp của chuỗi tăng đỏ là mỏi nhữn, 
"Nhóm này và các nhóm đẳng cấu với nỏ được gọi là 
“nhóm kiều p” xà được kỶ hiệu là C(pz>}. 

b) Tim một ví dụ bằng số về nhóm kiều p” - Tìm một 


hệ sinh và các hệ thức xác định của các nhóm đẳng cấu - 
với nhóm kiều ø=. 


c) Chứng minh rằng một nhóm con thực sự của nhóm 
kiều ø” đồu !à nhóm „Xi; Jậc hữy hạn, cĩu-pnˆ nào đó,, ~- 

đ) Chứng mỉnh. rằng nhóm kiều Ø°° là nhóm chía đượ ỢC› 
khỏng phần tích rực, tiếp được. 

- 891, Chứng minh rằng : 

a) Mọi nhóm Aben tùy ÿ đều đẳng cấu với một nhóm 
con của một nhóm Aben chia được nào đỏ. 
b) Mọi nhóm Aben chia: được khác không G đều phân 
tích được thành Lông trực Liếp các nhóm con dẳng cầu 
vời nhỏnt công Q các số l:ïtu tỷ hoặc với các nhóm kiều 

” theo các số nguyên tố khúc nhau Ø. 


` 
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392. Chúng minh rằng: 

a) Nếu một nhóm # cùng với ánh xạ /ƒ: S> # là một 
nhóm tự do trên tập Š, thi / là đơn ánh và ảnh /(Š) của 
nó sính ra Œ. 

b) Nếu (Œ. /) và (Œ' /')dà cúc nhóm tự đo trên cùng 
một tập S, thi tồn tại một đẳng cấu duy nhất j:Ƒ —> +” 
sao cho jo ƒ =ƒ'. 

- 898, Chứng rạial. rằng : 

a) Với mợi lâp Š, bao giờ cũng tồn tại một nhóm tự 
do trén S. 

*b) Mọi nhóm X bất-kỳ đều đẳng cấu với một: nhóm 
thương k/X của một nhóm tự do # thích hợp. 


Giả sử W là tập con của Ñ sao cho trớc chuần của Ƒ `" 


sinh bởi W trừng với Ñ. Hệ thống đẳng thức hình thức 
to = 1,  € # được gọi là hệ thống hệ thức xác định của 
nhóm X. Chứng minh rằng: 

c) Nếu nhóm được cho bởi một liệ thống hệ thức 
xủe định nà2 đó, còn nhóm G' được cho bởi cúc hệ thức 


đó và một số hệ thức khúc nữa thì nhóm G' đẳng cấu 


với một nhóm thương nào đỏ của-nhớa G, 


394. Tìm hệ sinh và hệ thống hệ thức xúc định của 


các nhóm sau đây : 
na) Nhóm cộng các số hữu tỷ Q; - 
b) Nhóm € (p”); 
c) Nhóm $; 
-g) Nhôm G chọ bởi bàng Teli 
" A” đy (tạ 'qạ ` dạ 


1 Ì dạ dạ dạ Ơg + 
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©) Nhóm: H cho bở ¡ bằng Reli 


2 Bộ —đạ. đạ („` 


(2 đạ Ì. dạ. đa 
đa đạ` (tạ q2, 
d„@ | tự, tly` Œạ ] 


395. Chứng minh rằng : 


a) Nếu một nhóẩn £ cùng với ảnh xạ /: X—=E là II 
nhóm Abe tự do trên tập Š thì ý là đơn ah và £ được 
sinh bởi /(). 


"b) Nếu (.j) và (£”,ƒ/.) là các nhóàm 4 ben tự do trên 
cùng ¡ một tập ò, thì tồa tại mệt đồng cấu. duy nhất 
R.., sao ch2 Jo/`=/.. 


` 
ˆ- 


+ ©) Với bất kỷ tập.Š nà, ba» Ly cũng tồa Lại một nhóm 
sàben tự do Lrên Ñ. : 


đ) Mỗi nhóm Aben bất kỷ diều đẳng cĩú với một nhóm 
_ - VƠNG của một nhóm Aben tự: do thích lợp. 


' +k‹ 8#. tư" 


e) Nhóm ,Vbén tự do sinh bồi tập 9 đẳng cấu gửi tÔng 
Lrục Liếp của một họ các nhóm xiíc lic vỏ bạn. A:, dược 
chì số hóa bởi mọi s$ € ở, xế, 


396. Chủ: nữ zninh rằng: 


a) Nhóm ¿9a của một nhỏni AIvh (U” đơ WW( là mỏi 
nhỏm ben Lự do. _ 


“ 


S; À ội nhóm Aben ls xạ ủnh khi và chì khi nó là nhóm 
tự. da: 


M 
` 


397. Gii sử Ớ là một nhóm hừu, hạn, p là một số 
ngưyên Lố nào dó. Chứng mnh trắng : 


=. 


a) Bối với, môi lũy thừa øÈ chia hết cấp © của G, trong 
Œ tòn tỉ một nhóm con cấp Đi nở 


_¬} Nến ø*~! chia hết eấp của @ thì mỗi nhỏm, CO lì. cấp 
` của G được nhúng chia vào môi nhóm. con nào đỏ 
cấp 2*~! Đặc biệt các ø — nhỏm ean tối đại của Œ đúng, 
là các nhóm con cấp Ø'. trong đó pr là lũy thừa cao nhất 
của /ichia bết cấp của. 4, 

°) Tất cả cáa p-—nböÌn eon tối đại của G đều liên hẹp 
nhau tong G. 

đ) Số các p—nhóm con tối đại cla @G đồng đư với 1 
theo môẩun ø và chia hết cấp của G. 

398, Chúng mỉnh ¡ằnổ: 

a) MộL nhỏni hữu hạn LbấU kỳ nhúng cbim đẳng cấu 
được vào một-nhỏm phép thế, 

bì) Một nhóin bít kỷ rhúng chim: đ ngữ cấu được vàn: 
nhóm các song ứnh của r*©L Lập nà đó. 

399, Giả sử HH là một nhỏm con chỉ số hữn hạw của 
nhóm G khòng nhất thiết hùu hạn. Đặt mỏi phần tử 


q <€ G ng với phép thế P cử a tập các lớp phép bên phải 
của G theo như sau: Nếu 1a 3l2x--c+ 2m là các đại điện 
bên .phải của G' theo -#, thì đặt 


°.s Hay ... Hé» } 
— \Hr,w... Hzx»s# 


=}) 


Chứng xinh rằng': 

a) Ảnh xạ cho bởi công thức trên là một biểu diễn 
đồng cấu của nhóm 6. Hạt nhân của biêu ciễn đó là trớc: 
chuần Ñ cua G.tối đại trong số các nhỏm con được chứa“ 
trong H1. 

b) Mọi nhóm con chỉ số hữu han 21 đều chứa -mội trớc 
chuẩn chí số hũ u hạn chỉa hết cho m và chia Đết n1 


ï§i 


` CHƯCNG VIH 
VÀNH YAÀ. TRƯỜNG 


Một ảnh là một tập X trên ”đó đã xác định hai phép 
.k hài ngôi gọi, là phép công. và phép nhân sao cho : 
° 3 kề cùng với phép cộng -là một nÌióm? Ẩben ; 
2) Ä cùng với phép nhân là một nữa nhóm; 
*› Phép nhân phân phối đối với pl: p công Lứê là với 
MỌI #, ÿ, *€ -Ä ta cỏ 


3U + z) = 3U + 12, 
.Ág +2) =1u£+*#, 
Từ điều kiện (1) suy ra rằng trong một vành tồn tại phần 
tử không, ký biệu là 0 và mỗi PFuẩi tử ® < X tồn tại 
phần tử đối — +. 

Nếu phép nhân có tỉnh chất giao hoàn thì xănh Ñ gọi 
là sảnh giao hoán. Nếu phép nhân có phần tử đơn vie thì 
ta gọi e là phần tử đơn vị của vành Ä. Nếu trong vành X 
tồn tại các phần tử œ s: Ú, ÈÐb 4s. mà ứ = Ú thì la gọi 4 
là ườc bên trải của k.ống, còn b là*trớc bên phải của 
không. . 

Ta định nghĩa miền nguyên là một vành cỏ nhiều hơn 
một phần tử, “in "hoán, có đơn vị và không chứa trớc 
của không. ° 

Một. tập con A của một xănh X được goi là một sảnh 
con của vành X nếu Với mại a4, b€ -1 ta có a + ò€ 4, 
öb € 4 và vời phép cótZ và nhàn treng X bản thân ` lắp 
thành một vành. 

Một vành con Ï của vinh X thỏa- mãn điều kiện 
vyw € l{[ax € T] với vẹi œ€1,+x+€ Xđược gọi là mọi tdẻ¿an 
trải [ iđêan. phêi] của vành X„ Vành con ƒ của vành X 
được gọi là một ¿đềän va vành X nếu nó - vừa là iđêan 
trái vửa là iđêan phải của X. 
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Giá sử A là môi iđcan của một vành Xz Ta KÝ hiệu A/A 
là tập các lớp + + 4 khác nhau, z@ 3. Trên lập X/4A la 


định nghĩa hai phép công và nhân như- Sa11 : 


(qr+4)+ (w+ 4)=. (++ứ) + Ä 
(+ 4). '(/+-© 1) = +ụ + +. 
trong đó z + và + ở vẽ phải là tổng. và tích các phần 
lử của vành X. Thế thì X/A4 trở thành một vành, Bọi là 


- ảnh thương của vành X theo iđêan 4. 


Một miền nguyên Ä được gọi. là một f: rẻng nếu rmuoi 
phần tử khác kbỏng của nó đều khả ng tức là với 


mọi a=&(Ú € X tồn tại a*! € X đề aa~”Ì=¿~' q=$. 


Một tập con 4 của một Irường X được gọi là một 
(trưởng co của trường ÄX nếu với mọi c¡s b€ Á la có 
a-+-b€Á, dò € 4 và cùng với hai phép “toán của của. X 
bản thân A !ập thành một trường. ˆ 

Giả sử X và Y là bai vành (hoặc bai trườn8)- Ánh xạ 
ƒ: X—x A được gọi là một đồng cấu Lừ vành (trường) + 
tới vành (trường) Y nếu vời mọi (x, .€ X: - 


-_ J+u)=/(t)+ (0). 
| ` - #(xg) =ƒ/(Œ) f(). 

Nếu X= Y thi ƒ được gọi là một ự đồng cấu của vành 
(trường) X. Nếu ngoài ra-ƒ là một toàn ánh, đơn ánh 
hoặẻ sóng ánh thì ta gọi / Lượng ứng là một toàn cấu, 
đonw cấu hoặc đẳng cấu. ˆ 


'§1. VÀNH:VÀ-M)ỀN, NGUYÊN. 

+00. Cho # là lập tất cả cúc Tràm số t lirc /(v) = ax>+—hh, 
trong đỏ œ, ð-]à các số thực tùy ý. Ta định nghĩa trong 
j# phép cộng và \ phép nhân như sau : 


+ 0G) =f@) + s@). 
(f8) (r) = /fu(3)1.. 


ta) Chứng cÍ ƒƑ là mót :hỏm Aben đối với phép cộng. 
- b)-Chứngz nắng phép nhân kết hợp xà .khòng _: 
15:0n, 
©) # có lp thành mệt vành không?.. x 
_#01L. Chứng minh rằng các, „tấp. hợp sau đay xói phép g 
7 wà“phéj nhân các sử lập, th: ah một vành : 
_ 3p hơn các số.nguyên Z. : 
 hợn tết cả Céc SỐ nguy ¿n bồi của một số nguyên 
"ác —.19, `“ 
_e) Tập hbạp tất cả cúc số hữồu tỷ Q.' 
‹ 8 Tây; hợp tất cả các số thực R. 
¿e) Tâp hợp tất:cä các số p hức ® 
-;f) Tập hợp các số đạng “+ b.VS3 với «, b. auyvén. 
g) Tốp hẹp các số đạng œ + bVä xwíi ø, ð hữu lỶ 
h) Tìn hợp các số pha đạng á +B- Đỉ., {, b € 7. Chúng 
mính ải *e vành đó gia hoán và có đơn vị. 
.408. Hñ ¡y xét xem vời xhép cộng và phép nhân raa trần. 
*ác Lầp hợp sau đây: có lập thành một vành không ° 
a) Tâp hợp các: ma tràn vuông cấn 2 với phần tử là 
những. số nguyên. ". vất 
_b) Tập lượp: các mà trận vuông cfp ọ với phần tử là 
những số thực. 
€) Tài hp côe<sana sèưê n«tarmsgióe với phần tử là những 
số thực (túc là nhĩng ma trần Địa §¡ — với L > j). 
- đồ T¡ Ấp hợp các nía trận vuông cấp 4 đối xứng (a¡;= “1; 
với phần từ lì những số thức. . ` 
e) Tâp hợp céc ma trắn phần đối xung ŸN sẽ = — đụ) 
với phần tử là nhữ ng. SỐ Lhực. : 
" Ì-a b€Q hay 


+ 


.-f) Tập hợp các ma trận Cạng | « 
: 2b 
* h < R, 


4 


:  h) Tập: hợp các ma trận chéo vớ Ï phần từ là những 
số thực. 


403. Các lập hợp sau: đây. có lắp thành $ành con của 
vành các số thực khỏng : 


-r . "`. 
_#$ Tập hợp các "ng dạng q + v v2 .é, b hữu Lự. 
3 


h) Tập hơi sáo số thực dang ( -E b \ /Š + cVd..ø. ồ,.€ 
hữu tỷ. , 


kà Tâp hợp các số thực b g) q xăm b V3. œa. b nguy ên.. 


- +04. “Các T hợp san. đây có lập Lhành. vành son. của. 
vành các hàm số thực không (phép cộng: và. nhẹp nhân các . 
hàm định nghĩa như X% bài tầp 1): 


~ «+ "1 
a) Tập hợp các hàm đọng \ ¬ = `. (ess#+ =- bysink+x) 
— 
k=l 
Với đ¿, 2; lqt c.\C SỐ thực. 
n 
_b) Tập hợp các hàm dạ ¿ng đc + chc (easkx, œ¡ thực. 
. ke 
J"“. ¿| | 
©) Tập hợi› các hàm đạng ` bysin#a*, Ôy thưc. 
ke1 


405. Eñvn 3 một số nguyên # >> 0Œ, Hai số: nguyên « và b 
được gọi là đồng đư tít: 0 móđu?t: n và ký hiệu là aq =œ Èb 
(mad./) n¿u hiệu a — b chia hết cha ø (xem bài tập ở 
“hương 'I). Ký hiệu Z„ là tập hợp. cúc Đhi đồng dư tLlieo 
mod 2ø. : ¿ 


.8) Ta định nghĩa phép cộng và phép nhắn trong Za như 
sau: Nêu cúc số nguyên œ Ù, œ+®+Ù và ứ tương ứng 


¬ 


thuộc “Sáe lớp 4, ÖB,.C, Ð thì ta định nghĩa 3i + Ð = €, 
„\ØÐ — D. Chủng minh rằng với các phép toán đỏ Zạ lập 
thành một vành giao hoán, cỏ đơn vị. gọi là vành các số 
nguyên 012đ 0, 

b) Tìm tất cä.các ước của không trong vành Z¿ cúc số 
nguyên mrad 6. ˆ 

c)ỳ Chứng mình rằng.trong vành Z„ lớp +4 khả nghịch 
khi và chỉ khi Á chứa các số nguyên tố với n. 

406. Gi# sử _W là vài! các ma trần vuông cấp Ø4 với 
phầc Lử là những số thực. Chứng mỉnh rằng : ˆ 

ñ) Àia trân -i là ước (bên trái và bên phải) của không 
trong vành 3ƒ khí và chỉ khi] A |== 0... 

“b) Tâp hợp c⁄ÿ tất cả các ma. trận má: tử: dòng thủ hai 
trở đi đều bằng không là một. vànÌ: con của _4-và mọi ma. 
trận khác không của c.đều là wớc bên phẩi của không 

trong vành cƒ. -: 

Hãy xét xem những ma trân nao không phải là trớc bên 
ái của không trong vành cƒ. - 


c) Tronz vành e⁄ tồn tại vỏ số đơn vị bèn trải. 


407. Cho !ập hợp G = Íq, b,c, đ]: xvởi phép toản cộng 
cho bởi bẳng sau : 


.+la *`.“.ã: *đ 
âzsÍN 8 ›6::# 
b ẻịỊb q d 6. 
§ lẻ d qœ b 
#qìigd-‹.zẽ›: ð-" Q 


a) Chư: ng mìỉnh xăng G là một nhóm cộng giao hoán. : 
_b) Giả sử E là tập Hợp tất: cả các phép tự đồng cíti của 
nhóm G. Chứng mính rằng với các phép toán -- : ' 
(+ ø) Œ) =/@œy + g(œ). ƒ.u € E.xz<G.. 
([¿„) Œ) = /[0C+)] 


iÊ0 


thì Z là một vành không giao hoán và chứa trớc của 
không. 

__ 408, Cho tập hợp Z tất cả các sở nguyên. Lập † tích Đề- 
các Z2 X'2 

_ 8) Ta: định nghĩa các phép toán cộng và ` nhàn “trong 
Z'>*< 7 như -sau :. 


(a. bỳ + (ần. nỳ =— (a + m. b~+ nỳ. 

(m, b). ứn, 1) —= (am, bn). 
Chứng mịnh rằng với các phép toán đó lập Z >»<Z'lập 
thành một vàñh giao hoán, có đơn vị. Hãy tìm tế' ä các 
trớc của không của vành đó. 

b) Nếu định nghĩa các phép toán ‹ cộng và nhân rong 
. 2 X Z như sau: 

(a, bỳ -+ (m, n) = (a-+-m, bò + nỳ, 

(a. ð)-. (m. n) = (am, an ~ˆ bm +bn) 
thì tập Z >‹ Z cũng lập thành một vành giao baán, có đơn 
vị, Hãy tìm các trớc của không của vành đó. ' 

409ZGiả sử trong một tập hợp Ä đã cho bai phép toán 
cộng và nhân sao cho : 

a) X cùng với phép công là một nhóm ; 

b) X cùng với phép phân là một vị shóm; 

c) Phép nhân phân phối đối với phép cộởg. ` 
_ Chứng tniủh rằng'X là một vành. 

410. Cho một vành AÁ có tính chất::: với mọi a € 4 ta 
có œÊ = « (một. xành như vậy được goi là udz+4 ðutơ). 
Chứng mỉnh rằng : 

a)  = — + với mọi  € hì 

bỳ 4 là một 'vành giao hoán. 

e) Nếu :l không chứa trớc của 0 thì hoặc 4 = {0| hoặc 
.l chỉ có hai phần tử,” 
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d) Ngư Ry hiệu 2X) lẢ tập tít cä các tập con của tập” 
_Ý và trên 2(XÄ) xác định các phép loán cộng và nhân như 
u: với U, VCX.. 
Ủ+VY= ( ^ (XXNV)) ở (V A (XXNU}), 
U. V=UAV. 
"thì 2(X) là một vành Bulơ. 

411, Giả sử Ä là một vành giao hoản. 

a) Chủng mini rằng giao của pột tận tuy Ý các iđêan 
của X cũng là mội iđèan của Ä. 

_b) Ta định nghĩa íđèan chính (a) sinh bởi phần Lũ:: œ 
của vành X là giao của tất cả: các-iđêan của X chứa œ, 
- Chứng minh rằng iđêan (a) gồm tít cả các phïn Lủ đạng 
+ + nữ, trongđó.+`tlà phần từ tùy ý thuộc X và n.là số 
?guyên tàyv ở. 

+) Nếu vành giao hoán: X chứa đơn vị thì giao của tất 
cả các iđèan của X chứa các phần Lử ứy, %a, :.. đa của Xa 

._" . 
iđèan gồm tất cả các phần tử dạng 3› ad, #¡ € xu, 
=1 - 

412. Cho ‹‡ là một xành tùy % “Chửng mính HIỆn cúc 
tập san đây l là các iđêan của vành 41: 

a) Ð = |h€41 | nò = xoa trưng, đô-h ‡à một SŨ nguy ên 
CÌ:O tYƯỚC. +; - :+ -‹ị cc 

b)#= “my LhöXăs = l0): với mọi a€ 3À, 

c) P? = Jb< Á. đu = 0 với raọi a € AI. 

`%- “Giả sử ¿\ là một miền nguyên, -e là. đơn xị của `w 
xà gi À &ử n là số nguyên đương bé nhất sao chớ ne = Ú., 
Chứng mỉn!: rằng : 

a) n là một số nguyên tổ. 

B) Với mọi œ€.., s0, đẳng thức n¿ =f, m nguyên 
xìiw za khí và chỉ khi tt chỉa HẾU cho , 


“h.: 


e) Bỏ phản #4 = ca |œ< -!J, £ là một số nguyên cho 
trước, là mạóL iđèan của ¿\. 


413, Chứng, mình Nà: trong vành à{ LũU cả các mưa 
trận vuông cấx # với phầa tử là nhữ ng số thực không 
~cö iđènn nào. khúc khỏng và khúc Äf. 

415; Niột iđèan 4 của một vành Xđược: gọi k một - 

; ttẻa?t tối đại nếu <3 =ứ ÄÝ và các iđean của * chứa 4 chỉnh 
lạ Xa a. Chàtrn z minh rằng : : 


a) ?tong vành số nguyên Z2 cúc iđèan Lể Í đc là cắc iđè "in 
chinh () sinh bởi một số nguyên tố _ tùy Ý. 

-¬*b) Nếu vành „v chứa đơn vị thi mì PIN của + được 
cha trong một iđèan tối đại. ._” 

416. Cho G-là nhóm.con của nhỏm cộng Q/Z cúc số 
hữu tỷ theo mỏiun 1, gồm. các lớp (mod 1) các 5ð hữu 


ý dạng rn 0, trong đỏ & và ñ là các. số nguy èn *fùy' +» 


khong âm, côn lá một số nguyện Lổ đã chọn. Ta xúc 
định phép nhằn-Lrên G bằng củch coi fich của bai phần 
dử tùy Ý thuộc 'G đẻu bằng không. . 


Chứng mình vắng G là một vành. không chủ ñ đơn vị vả 
trong G khủng Lồn tại iđèan Lõi đái nào cñ.(so sảnh với 
bài +15 b)). ` : 


417, Giả sử -1 là một Tiền nguyên và mỗi nhỏm: con 
của nhém -cộng của ‹l là một iđéan của -I. (rừng mình 
tăug -1 đẳng cấu với một vành .c9n của vành sở nguyên ^- 
hoặc 4 đẳng cấu vỏi xanh ⁄¿ tẮc số nguyên mod j, tròng 
đỏ ø là mọt số t›gutyến ‹tõ. 


_ .t18,- qiệL iđean ,Í' của một? Sân! 1 diaobi¿ä” X tđtược sợi 
1à một 'iđêan nguyên tố néự 12 se. Š”PSới t, Ð < + tích 
uuœŒP kéo theo #œ € ? hoặc = . Chứng mình rằng:. ˆ 


| a) X/0 không chứa tước của không Ihhi và chỉ khi P là 
một iđean nguyề ên tố. 


s ° 
P. “+. s 


“1:3 
tạo 


-- b) Nếu vành X cỏ đơn vị thi mỗi iđẻan tối đại của X 
đều là iđéan nguyên tố. 

- e) Có những vwnh chứa iđêan tối đại mà không nguyên tõ. 

đ) Nếu 4 là một, iđẻan tùy ý khác X, Ö là tập Lất cä các 
phầu Tử #€ X' sao cho tồn tại một số nguyên đương # 
(phụ thuộc +) đẻ +" € A thì Öö là một iđêan của X, và 
nếu Ö =« X thi ÖØ cũng trùng với giao của tất cả các iđean 
nguyên Lố của X chứa 4. 

419. Cho vành Z{+] tất<cả các đa thức của # với hệ sế 
"nguyên. 

a) Giả sử (n) là iđéán sinh bởi số nguyên ñn > 1 trong 
vành Z[+). Chứng minh rằng vành thương Z{+]J@) đẳng 
cấu với vành Z;[+] cúc đa thức 'của ®# với hệ số thuộc 
vành Zn các số. nguyên moở n. 

b) Giả sử ƒ = (z, 2) là ie¿an sinh bởi bai phần tử 
và 2 trong vành Z[x). Chứng minh: rằng Ï gồm Lất cả các 
đa thức. với hệ số tự do chẵn và ï khóng phải là một 
iđêm chỉnh. 

e) Chứng mình rằng vành thương Z|2]/1 đẳng cấu. với 
vành Z¿ các số- nguyên mod 2 

420. Cho H{z, ] là vành » thức của hai ần #, Ụ vời 
hệ số thực, i là tập tất cả các đa thúc của vành đó không 
chửa hệ sốtự do. Chứng minh rằng : 

„..q).ƒ là một i iđvan „ nhưng không phải là một iđêan chính. 

L5 Vành thương R[z, n])! đẳng cu với vành số thực R. 

4?1., vang z % mới số nguy ẻn tổ nào đủ, Giả sử Ăï là 


ru Ni ~ |+¡| khi và chỉ khí xạ = " pS9). với xmọi 
1n >0. lý hiện ÐP là lắp thương "Ms Ta" dịnh nghĩa 
trong tập Ø các pi:ép toán cộng và nhân sàu đấy : 


san 


Nếu ký hiệu |+a{ là lớp chửa đẩy {xa} thì: 
{2| + t-j'= [xta:+ + 0Ì 

cÍ#a] - [0a] = [3s ta]: 

;hứng mính rắng : | 

a) Với các phé ; toáa đỏ tập Ð là một vành. giao hoán 
hứa đcn +ị, 6©: là vành céc số nguyên Ø — adi:. 

bỳ Ð chứa một vành con đẳng cấu với vành số nguyên Z. 
c) THơng vành P phần. tử 1za| khả nghịch khi và chỉ 
thỉ +z„ sẽ 0 (mod p). 

422. Giả sử X là mộ vành, Y là một tập trên đó. xúc 


linh-bai phép toán cổng và nhân, và /: X— ŸY là một. 
ong ánh thỏa mẫn : vởi mọi +, € X 


(+ + ) = ƒ(+) + /@), 
/(tvu)  =[Œ). ƒ(Œ}- 
„hứng mỉnh rằng : 
ca) Y là một vành. 


b) Nếu X là vành giao hoán thì Y cũng là vành giao 
Yoän-và nếu X có đợn vị thi Ÿ cũng có đơn vị. 
©) Nếu X là một miền nguyên thì Y cũng là miền Iguyên: 
. 423. Chúng minh rằng : ` 
a) AXlọi vành # đẳng cñu với một vành cou củamólL vành 
chửa đơn vị. 
_b) Mọi vành X chứa đơn vị đẳng cấu với một vành con 
của vành tất cả các tr đồng cấu của nhóm cộng của X. 
42%. Giả sử Z là vành -số nguyên. X là một vành tùy 3 ý 
với đơn vị e®, 
- a) Chứng mỉnh tổng š ánh xa @: Z — ÄX mà @(1) = là 
một đồng cấu Íừ vành Z tới vành X; Từm ảnh (2). 
b) Tìm Lất cả cẻce tự đồng èvấu của vành số nguyên Z. 


425. Giả sử X và Y là: hai vành tủy Ý,/: X —> Y là một 
đồng cấu từ vành ÄX tới vành Y, +4 C—X, BCY 'là ‹cả, 
jiđêan sao cho /ƒ(4) CG Ù. Giả sử p: X — X⁄⁄A, : Ý =Y10 
là các toàn cấu chính tắc (tức là (cv) = £ + 4, w(u) = 
=U+ 8 với mọi #€ 4, € /).Chứng minh rằng : - ' 


: a)-ˆ Töồn tại một đồng : cấu đuy nhất7 : X⁄4 = Y⁄B sa2 
cho /ƒ @ = ý. 3 ¬ 
b) Nếu ƒ là một toàn cấu' thì 7 súng là một toàn cu, 


$2. VÀNH CHIÀH.-V.VNH OCLI1 


4⁄0. g1 GƯỢC GỌI 1A HIỌU ÈG/1//1 C00712 TEU DO là HỌC A160 
"guyên và mọi iđêaw của Á đều iä jđẻan. chỉnh (xem bài 
Lập 411). Chứng rhinh rẵng : : 


a) Vành số nguyên Z là mỏi vành chính. 


b) Vànhr R[v] các đa titfrc với hệ số thực lế một vành 
chỉnh. 


. „427. Giả sử X T một ' miễn nguyên, Phần tử œ&€ X, 
được gọi là tước của phản tử € Ä nếu tồn tại ‹ €X sao cho 
l = ức. Nếu đồng thời là tước của +,  € X thì a đuợc 
gọi là trới chu?" của 8: và Ứ. Phân tứ "a được gọi là ưrớc 
caung đới thất của rủ: và Ø nếu ã là trớc chung của z 
và và mọi trớc chạu: sự của A' và ÿ đều là”) tước của œ Chúng 
minh răng: 


8) Trong mót vành Ko Lồn :Lại trớc chung lớn nhất 
của hai pÏŸfn tử Lùý Ÿ %` 


.b) Nếu œứ là một ước chững lớn nhất của hại phần Lừ 4 
và b (rong ` vành chính X' Nhị Lön tại r, s€ X. sao cho 
lÚ —= dự +} ba. - 


` 428, Cho một vành chín 41 với phần. tử đơn, vị 1. Hai 
phán tử 4ø b€ 2Í được gọi là nguyén fố cửng nhau: tru 
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L7 ,Ì H01 "su ni cát ở vít ® là mỗi chRầ+š: cớ %1:4 nghịch 
sâu. vành ‹, 

Ciửứng mính tiÊng : 

a) Nến ơ và b nguyên tổ cũng nhau thí tòa tại3eáe phần 

-‹ @€ 2Ä sa Ẩ cho l=át 1- bự: 

Nếu, œứ lì trớc của Ốc, đ B nguyên tố cùng -nhaw - Lhì 
“ v Điều của & | 

+30, Giá sửa là một - phần tử khác vvá không -khả 
nghịch của một vành giao.hoán có đừa vị (, Ta gọi & iä 
mi phn Llử hữt £ hả 1 của .\ nếu với mọi: sự phân tích 

= (, LronŸ.\, HÔI: trong cúc phần Lử ứ và b?pshải là khả 
ng h, Chứng [qminh rằng ; 
- 1a) rong vành số Tiguý ên 2 clỦ cá các số pđuyên tố 1 và 
vắc số đối củasehúng là những Phần tử bất khã -quy, 

12) “cong mniệL vành" chính 4A phầ ìnñ tổng c2 0 vậi không 
khá t¿shjo hị tà )ši‹ KhÃ qnv hi và chỉ ii với mọi ứy h€+4, # 
lý trên của œÐ Rếo Lhieco + là ước của ứ hoặc a là ước cửa b. 

43%, Chứng mình: rằnt mọi phita LỨ + x«U và lôi 
liá nghịnh crra mìội vành chính 4 đều biều th [được dưới 
đụng tích của các ph:ần tử bất khả quy. Sự phân tích nà 
lh duy nhất nề ghóng: kẻ đến các nhàn tứ khấ nghịch, và 
té tự củn các nhân tủ. - 

131.-Giả sử 4 li tập hợp tấi cấ sắc số pitúu tặng 
œ -ò V—+ trong đó ứ và là sắc: sở nguyên: Ghứng Ÿ 
tin): rằng ¿ 

— “=> A lấp thủnh một mica ng†yên 7° với phó cộng và 
phê nhàn <o số phức. 

Ù›) Trong vành 4l, các số Ẳ..ã+ˆ©Y— đvà i ~ vV— la 
mlưửng phiin tử bất khả quw. 

c) $ö 4 Lronä "ì có hai sự phân tích iiành ích của các 
phề+ tử bất khã: quy kì ác nhau, da để 24 Không phật: lá. 
mì: xanh chínÌ, 


1413 


3723, { 2húứu# mì im tư/ : 

-33Trong tiộU vành chính các ideän nguyễu to thác 
Khủng Jà các iđènn tối đại @œem các bài lập £Eñ và E63. 

kẻ, Vũng thương và vành cón e ủa ruột vành chính “toi - 

triể; không phải là. mọt, vành chính, 

“3. Xiiền hợt£i ` sà “hước gọi HC Tuổi aøö Œaiit su 
cối phần tử + X, £ +: 0 đặt tương Ứng với nột đố 
¡7/Ð0V€N #22) Sã 0 thỏa nến điển hiện 13%11 : TA * 

Với hai phiển tử ớ, ð tùy vi thuốc Ý, 2} s0, lồn tội ác 
pHiần từ {, c ŒG ÄÃ số cho 


!# —— Dự ... 


-trang đó hoic  = 0 hoặc, na —n thở, 

Cthứng minh - tằng : 

z) Vành NỔ HƯU tvên #Z và vành Xã L) các đo hức nổi at 
với: hệ số thực là e rảnh Oclit, - 

_®) XIöi vành ƠcHt là vành: chính. -- : 

34. .a) Chứng mính rằng Lập hợp vấu số pHữu dang 

“trắt- Dị, (, b nguyễn là một vành Đi (vỏi pháp ecàug và 
nhàn số phức), s”~  .. 

h Trong vành này, hãy “phần Lích cÁc xố-3, 33, 3 thà tình 
tích các nhàn sứ hát Khả quy: 


- 


- PHƯỜNG 


%223, (,H0È0/7 Hang ra các Lập họp se đây tới phú 
ròng và phép nhận các số lập thành tnột hưởng z: 
tt) 
.h}1 
TẾ 


M bếx: 
¿] 


Ịp nợ Lắt cẩn lật: XỔ hữn LÝ .Q: 


sp hợp CẤU cá các số Lhực R. 
àp hợp Khải G;U cúc số pức ‹. 
qÀ}ỳ Tu hợp các số thực dạng ứ hô 32. yoi ư,ö Sữa 


tŸ lủy:. 


` 


c} “Fáp hoa LfE cót cÁc xỔ thực cạng 4-†-b V# ° -; cự2 4 * 


vớt &, h,© là các số hữn lo tùy Ỷ 


*_- s ọ : S0 PS ác 
£} Tắp liợp tất cá các số thực: đan? +} bŸV 5 -+-cV25,.. 
vời ứ, b,clà cúc sở hữuw tỲ túv ở, 


+86. Chị tn¿ mình rắng các tập họp cu đày với phép . 
tòng và pi¿ẻjp hân Ác mã lrận lập thành mốt trường :- 


nà SỈ Œ> & R. 


t— “ 


W_. 1 Kế 
: .I:œ Ð €£ ©Q. 
bạc | : vn 


a3- ân hớp các tủa tran dạng ‹ T 


-* 


lun 


-b}. Tạp hợp các „+: trả n w4về 


¬ 
`- 


— 
` 


_.., ) Fập hợp các màn trả n 'vưởng cp ở có dạng at. tong ˆ 


"ằẳỶ .A 9® 
sạn TT ‹ 


dò a € R, /.là ma tt ân đơu vị cấp g.. ,ÝÓ.7.. 4. 

437. Chiững minh rằng vành Z4 các Ni ngu$ến mod n 
lít nhật Irưởng hi và chỉ khi 2 là một SỐ ígIyén lồ» 

4.40: Chửu tự tín rẵng ịọi trưởng đều lết, trường còn 
se nhất (theo quai hệ bao Tin: ) đing cầu lruc với rường. 
8ö hữu tÝ Q,. hoặc với trường 4y các số Ìgnyên NOT Ø,< 
trong đó 2Ø là mot số nguyẻn tổ, 

. 429, Chứng minh rằng” ° 


° ` 5 é - F -xeC .- s *# + h ˆ 4 - TT DƯ. ch 
#œ} 'PFrường *Ác mã trấn (ạng L . Ñ trong bài lầp - 

.m...d “ * 3 *ˆ... `. “êấ ơ D * 

° . : . # =1 =Ẳ b hbẮc ề x > | : ° 

+37, 0} đong cá với [rưỡng cáuc số phúc €. 

- : ... .c* + * - >= - ` h ) b : v.* £ 

la} Trường: các mài trần tạng hI trong bài ~tập 

ù y Đ) ¿ 


437, b) đúng cĩu với trường các sở LiHỊU đạn 4 -} ù» 


tror$g bài tài› ‹k35, t1). 


,#:'F0. (` thụ minh ¡ rằẰng : 
¬x ." * * £ : v2. .* 

a3 Qua ¡hoi pị:ếp tự đẫnu cấn xa ThỘ: tiờng Số ° L 
ti Ý' [TA -niồi Erit.ng còn tây 4 của truong g7 ĐC} 


it:ÔNG tôhi SẮC SỐ Hữit Eị đưưu ảnH: xạ đit nhật lên: 


cá nó. Đặc biệt tìtr mg sỐ trữu tí chí có một trự đẳng 
cấu „` nhất là ảnh ve đồng. nhất. 


lề trước SỐ thực chỉ có một. Tư đẳng cấu duy, nu, 
lạ ánh ksc đóng. nhất.<-~: ^4227‹2 Sợ gỗ si) — 


3 


_ Trống phúc chỉ có In tự đẳng cu biến "các SỐ 
cực thành: aố thực !ï ảnh xe đồng nhật và tính ¿a biển 
u34 số ah: thành số phức Hến Họa, `. | 


` 


là» T /Wởng kÀ cầu xố THÌN: ên nưàd , chỉ CÓ TỎI tự địng:: 
cầu tv nh tt lị ánh xạ đồng nhật, ° k 


Trưởng cáo "“thiương: của kưển „#uyêu X nếu X dung cĩui 
"vớt một vành can X* tr_a Á siữy lolio mới phiền tì gia Á 
cá dì tạ thg;a*, gé Xe khác không, 


+ t1. Œ:ia sử X tà nuốt -miền nguyễn, M. . \[ trưởng. & đà 


à) (làng ¡an fnh + địng¿ mỗi tuiềt Ín¿uvên X đều có Leuởng 
sát thường xáo định đny nấu sai kén: một đẳng đấu. 


#) Ti Lrưởng các thiưyïng win vành #ố tr 'Hướn 2⁄4 7. 


- TÍ diững, xinhr rng vành / các số nựợt còn /Øø — adic 
tà mộc “tiến, nguyên vụ tím trường cáo thủng ca nó 
(xem 1: tải 431). : : : }, Ø 

mm: ' tia $ứ Ñ lí xhỌt. trưởng, Ẩ là nhân tứ đơn vị 

W à,. Pv 't vi thời, số IjÊHVỂN ¿8 z2  E VI! có nhe `. 

clŸ NÓI trưởng Ä số đúc se khong, _ 


SA (Ơn Lụi THÓI SỐ nguy: lương ` ¿ lư tất sao của 

22 =: 1) tỉ ta nói trưởng £ có đặc số . Chtng mưnh rắng:: 

- = G). liẩ: '8Ø cưa ciớt Trường Lbxy w# hoá: Jiing không, 
GÀ ĐIÒ( số not ven tố, 


3;3 PMệu sẽ củi L: "Hừt sá* 2 


*3 


* - Núi ` bự ' : \ -Í .. Si. _.- 
tần, ¿hang mịn? 10092 (0đ VsS( ÍÐ°®?/: ( vV ĐIÁC tì 


_. 


a) (w + 1) = A1 t? ;r tt. ” 
b) (+ —.)! ==< +" K2 gỲ, cC . sã 


c):Cy sẼ- x<P b- „ò È sỹ = = 4 + .. ‡ bai +}, 


cồn ( Ý l ợg.. kh “2W Âu sữa 
c Œu — u!'"! =.3 anh S2), “1 VY „. 


° =0 viện). k 
+LÍỊ‹t. (› lưng. xinh 2? tín : . ví 


8) ÀiÈi miền nguyên hữu hạn là Một trường. | 
_-b) Àiöi trưởng hữu hạn: đều có đặc số khác khòng. 


€) Mỗi trường hữu: hân đặc số ?, có ‹ số hấp tử. là Jũy 
thừa, vĩaA Ø., TS 


° 
t = cử! 


: 4⁄45, hứng mỉnh rằng nhóm nÏyằn ki, phần tử Khác 9): 
của một trrởờng hữn hạn là một nhóm xielie, Ku 


446, Giá sủ 14 'là suội trường hữu hạn. CỎ + "phần tử. 
Chúng mình rằng với mọi phần từ + € ÄÁ, la cỎ 1X == 2, 


447. Nếu Lrường Ð là một trường con của iường È thị, 


ta cũng nói trường & là móc IÊN của . KHÔNG P. Cbứng 
mình rằng “Âm, : s SẹP § 


#4) Nên rường, X là nở nòng vlủa trườbg P thì là 
một Khoorfdian veclơ trên trường , Số chiến, của ˆ 
- khỏiig gian veebw đó được ký biện HN : PỊ, XS, 


h) Trưởng còn bẻ nhất {+} của trường Ä chửa Irường 
? và phần tt z W gỹLv.ti cá cá hiện thức Hữu tÝ 
- đa x với hệ Fử thuộc ??, 


+48. Giả xử trương KL là mốc rộng của (tường 2, Phần 
tư € Ñ gọi là viền tử đui số trên Ÿ nêu tồn tại «=0 
phin tứ đ,..0s..., 2 € không đồng thời bằng k không 
Ca >> 1) so cho ở, => ứị' Í... + (;z”' = Nến xe Í 
TH lì tử  € N đến, Tà phầm íứ đạt sở [rên ?Ð Hộ Ì tạ nói X 


” ti h Tưng, đụi Vếr:c 4q sấy 


fan nh: trùng nếu TA : tổ?! trưu Ì:èt: (xem Đài 
lrên ) thì ® là tot tông thai xó của Ø, 


lại? ` 


+49. Móc hòng Á scúa tcdưởng được gọi là mở rộng: 
hữu Oai nếu {Á ¡ | hứa hạn, Chứng tỉnh trăng nến £ 
(là Anở, công cúi Lrưởng Ä' và Á HÀ nỉ rông của trưởng 
2ehi f kế mộ công hữa- hạn cứ trườởng Ð khí và chỉ 
khí /# tá mở rộng hữu liạu của trưởng & và là nìủ: 
xong hữ hại của trường /Ẻ, .” k : 1k 

450, (¡+ sứ" K là nề tông của trương #, x £ là mọt 
mau tủ: đại xố (rên /!, Cï hứng tri: tắn tr ngi 'PỤ x) (xem 
bài Fãpn 4+ Ÿ}) là một niữ rộng ; hữu lợn của trưởng 2, -°- 


451, I\ liệu mộ Lruờing” 'hữu làn “0 1 pbiền tử Tà 


TS su PUý Sui 


‹ 


co lhiag nính rắng : : “ 


` 


_„#) Nếu /Ct} lá một dịu thúc vửi hệ từ TH G trưởng 
#00) và 2 bà ngột neÌhicin của (( x) Long tHộ( thưởng Tri 
sm củi rứC 4) LÍ 2" ng là nghiện của /Cr), 

"U) Nếu &@ là tội trường mổ rộng của GE(¿) chúa tất 
cÃ các 0œglđện của dị thứu mg —N.— Lập LấU eđ các 
nghiệm :vó Lá một, trưởng còn e ủũ. Trường Ẩ. 

Ề59. Giải: "hệ phương trình: Nữ£n, tính: xitU đảy Lrên 
(ưững Z2; vÑÁ rêu trưởng Z4: MS : 
œ mm y'.4-< .. 


2U 919$ 9 cv 139 
‡ 
‹ 


.  “S=... se x.^e* 
_ 
` 


n | ` 
483. tiầu “hệ phiướng trình tuyến tính se đây Bien 
tết trững¿' Z⁄s và trên trương : gB% 
th. " xvi% \.+t ““ Ñ +- 2- =z: | 
..G... xxx 
d 


lY <d~ tơ +¬+ 4y: sa. 


ÁdøñA. Giái hệ phương trình tuyển lánh, xau tây sing 


Â, hy [e4 th 5c 32-00 
"xa: + đụ + *% z-† "#“== ng 


Vụ 3$.t + „ 2# =E 4 =1... 
¬= `” Kì + 6z -†- 5. =4 


* 


CƯỜNG [C.- - - 
._ĐA. THỨC 


* * 


- - 


đột đã thức cửu Ki .Ð tiên trường, P‹ có thê việt L dưới 
tha tắt tấn: ftẻrí W- ÔNG 


ƒƑ€#) SH, +- 4® sứt s&Ằ se... tà” . Là, đ4+*;. qị' = .. 


: 7+ Tt¿¿, tì : : " 


tx ng tinh tắc tặc. : 


/ (+) =—¬ tp + kửà + .. + tra... +. “dạ. “dc € DĐ. 
s 5. : °¿ E= SA Ì;... 1, sày 


“Nữt tá: lửc cao” nhữn LAO lá ụ thì / (+) được Mọi là đa 
Lhức. Đặc „Hai đá thúc được, gdọi lì: bằng. nhau - kÌu và 


chí khỉ dưởi đẳng chính Lắc: các hệ:Lử của" các lấy ' thừa 
[r2 Từ: tia của iìn .t bắng nhau. lo đó mọt đa thức bằng - 


(li ¡ hức không (phí tì Biết với khái niềm nụ hiệth) khi và 
chỉ khỉ THỘi “hệ tử cu$” ,nỏ tới đạng chinh: tác, điêu: bằng. Ụ. 
Nếu trường? cỏ chứ NỔ khống Lhí điều đỏ xả mà khí JN, 
Ẳ hà chỉ di thức e gia HỊ bằng thong tại mọi gia trị CỦA ‡ 1. 


s93 
M¿ _ „. Ẫ 
7 XS 


VỆ } to, hi "Ni t thức : „ “ 
(z)= nụx° # ta" ¡it (1y ,và g(r), =§b„+—N -+~ 
Hà cu sẽ» hạ: tích củn © xiệc Huđa thức. c 


{ -...« + 
` ¬ \ 
` * 
_—.. Me S6 E 
..*. :z „... —¬‹ ® ~ 
` 


ca» ắ 7ŸÍˆV... gi! tì R 


r4 
_ 
ị 


trong đỏ -. =: 
tỳ "So tiện SÍ§ lây 


5Giá sử rŒ9). và (v) là bai đa thức trên trưởng Ì ??1:;rrt 
„viết. dưới dạng lùi như trên; thể thí bao giờ cũng tìm rhườớu 
_ một cặp đa thức g tr) xà ra) đìny nhị H cũng lrên Hhirrong 
? szo cho /(t}ỳ = ga). g Cv) -¬- P(®), trong đó báo cìn 
(20). B8 lưn bậc sa Ø@ (0)hoặc ứ t4) =“ . ÔÔÔôÔÔ 
(+) ả (Cá). tim được lần trợ( được xói ta ft hw+rtz và sứ 
trong @hc2 ca thở tu tha la cúa / (cv) cho  U), Xu 

¡ (U) bắng đa thúc không hiƒUt nói / “) Cñtrt hết co tý CÝ}, 
hoặc J (t) ciia hết ƒ (xu hoặc f {„) đà Bói sa U Œc). xu“ 
"ự C0) bề (nec của / +). : vs. Bức TC | 


Giiá sứ dã chó bái đa thức viết dưới. "hạng tiỀn /v) zss 


P——— dạ mà ty LỆ. ... “ tru." và q(% }=: —~- =: „=> HH — ... ¬~ ^.. "s 
với giá thiết bự s40, hệ thí với niột sở uy: ôn thong f +m 
£ cho !?trớc, bao giờ cũ, “(im đrờc môi ¿;đgi đa thai Tu 


“nhất +{U]yYyà r€Cr}ä„—9 + ha 


b. f(4; =—(*). g1) Ằ+~ 2” * mu 
với Bậc cua qỆt) " hoặc 9% (+) _: H.Fí Rap đa thức ¿{zZ) 
và ry) Lìm được cớ dược gọi lần lượt là tÍnttrtg Yà đư 
trong piÈp chữ ấn k, “của sả (r) cho #(+ì theo ly. “ra 
tư. | 

Ni * hi Ung Yrỏtrytr hoìn,, DI TT hiển Tà <áu vất thức 1. 
viể? thrỏôi dạng túi, MỘC đa thic đit) ch BƠI cac đa unh 
/€v) và t) đã cho được gọi là tức 2/0, cửa mƑ€ MP) xi 
(A3, Nếu dệt) là trớc chung củút /(£) và { t3 ch: “ết 
c]hếi THÔI trở ching khác của hní đai thức äw thì đc) được 
gọt lÀ đức chung L2it, sra dể cứu (2) và g€£}% viếL tị (â 


CCïN xà TIẾN lá (: Sià, 7173) <= = “Ít. tì, f1 tín 257 N 
ta dụng rÊ:td( thản Cổ TP 3vi0nw dê«ñt (hot TIỀN IIỆt vo TU 
* ă 4< * 


° s1 . e6 ® 4 Ì\ÔÓfÓ 4; Ôs®Ằœ sau, ° 
nạn prtde nhí, Hóa tu ta 8y ba :?> Su : 


{on 7 m:+ (11.91 ŸB| tứ 
ti) cm rfa).gyv) © nh 


tua) = ty .ÿ(0).0/t) " "y. (‹t}, 
v : 
rx»_¡£) == ry*). (*...t (+).- 

[3a thức dt chói cũng trồng đầy phép chia liên tiếp đá 
củính lí CCUN phí tĩnh? Ey xét) == đt) =:= = (4> ,@Á@% 
[xì đám báo tíng duy nhỉ nú của tÖE,X, tá gu trớc rằng bẻ 
trsan tin của CCTLN của bai da chớ bao giữ cũng lš 
bằng !..`.. ' “ ậ 

Từ thuật toin ỚcliL suy tai L rằng : nẽnjể (v): =t Œtx; 
gằ+)) thì có thể tìm được hai đà thức trí), Khu qiên Ð® 
sao chao T 


xà HA) —— 0 @) 04+}, =ướ% 


hơn nữa-nÈn bắc của /(x) và -ø C3) đửn hơni RKhỏng “thì (a 
°òn cỏ thà chọn sao.che bác iủa (x9) bê hơn biậo của v 1?) 
và bậc của 29) bé bón bậc của / +). 


Tá có d [ [it lự cơ báu : )fọi lla thức liác ;! >> 1 ?£ “m {?*9?tỲ tự: 


`Š 


so Đằtc đều có Ít thất một nghiệm phức (đa đã có đã a 
\aghfểm pc}, ° R 

Một đạt thức Cv} bắc ñ (u >.-U) trên trường ?? đưcc 
soi tà đa thức bất, khđ quy trên JP (hoặc Vhỏngz phần t4. 1 
thược trên Ð) nếu nó không thế viết được thrười cđịng tích 


của hai đai Kiifuo Đậu kháu không ya lệ Rợu te sữa vành 214 | 


Mỗi đa thức bặc '>+ 9Ð của vành Đfa] đều phản t2 đc cơ 
thành tích của những đít thức bít khít 1uy trên 2 và sự 
phun sích đó là duy nữ nếu khoang kế xin thÝt tị cóc 
nhàn tứ: và cáo phần Lử bậc khỏa¿. 

Trên trưởng số phức, chỉ có các shf thức áe nhất tạ 
đa tnfe bất Xhá quế. “Trên trưởng + thưế, ctớ nhị thỏa 
bậc sitết Yà “sóc tam (ức tặc hai vệ. Tết iu GỌI vì tội 
hôm Rt dếoc © š thuc bấi 0k He, +”: tre: 


° ° (C % # ` + D = ` ° 
các có thể Lian dụ ợc những đa thức hết Shả quy hắc bất ký. 
chàng hại: những đa thức thỏa miìn tiên chuiìn Awder - 
aLanh dat đây ¡ Giả sử ƒœ+) =1" < g9”! <-Í 2+ de dd, 
tw mật ca thức với hệ sỡ ngy¿n: lrong đo hệ sổ Giúo nhĩu 
+„ không chủ hết cho một số ngưy èn TỐ 7 côn các lệ xổ 
khủ» du chía 'hế1:chổ p, nhưng số hạốp Lự do Không chỉ a 
tiết co” p`. Thể thì đa ;thữy Ƒ(®) là bài, khủ ,_ny liền 
tường s Tưưu tý: : w 

JÊ tong n hiển bài loắn. đặc biết là Lưrong các hài Loấn XitY 
đựng da (bức /() bác rL— “1 xhf? biế(L giá trị của dự. thúc 
tuự.#? di : Ƒ(¿) = = cụ,Í .Jj =],' 2,.....1, {da có thề túng š Công- 


- .. 


thúc mói suụ Lao Hay sai (đậy... *„2 lí +, 


.  .r^ ¬- ” X. 
dc. ` C¿ (.U —91,CS— 8)—' Cu: TY: dưng.) 
ft l0 lệ 0c 1.1) 0E MAjÀ 0< nổ, 
rSẪ=< (tYe—.ri)...ỆU —i: 21) CYGcti2ee ri Z4) 
.= £ .. >x Ầ 


..P * và . ..* ` ^ — sử Ta* P se” * , -* 
Neœ ký hiệu í a) lù da ff„uu liặc Ð có 2 nghiệm là các xó 
sế 4a, «+ đủ, cho trên, thì công thức [¿tgerräng còn có 


thêviết lí , v.v... ° lAGVVÊN "va : 
E k, _ sử “ ý - 
 c „Me Y _GpzG):_—- đhớ È 
5 _ —-(x —1i) (#4) “ + - 
L $ .. i=T1 (co 3 h 


kĂU có .~ - ° _ HC. VIỆC Ô ‹ R 2 “ 
t** tìm eszhitcm hữu tÝ của Đối đc Lhức trên trưởng NÑ 


lu Lý, ín đụng tung (0: dạo da Huữn ƒ (2, “. =. 


`. : bi , "á 
+- #x “+ s* é« TC dạ. NXCuU” phản "sẽ lới giàn s Ì X/a» @ là 
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trang Lừng đoạn bằng phương phi t Su vếc nlnh sau : € lạo 
đa thìa: /(t), tá ký biệu /2() == /CC}, lòng ảngg Í: "tỳ. Áp 
cmw# thut Loän CietiL cho mm đa thúc /,ÉŒt) và /cxCn), “2i 
lìn xhược chr lai đem đöi đấu tt được : 
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tương đó /,ÁA1)=: (26), /;Ct)}). Hệ (hưng đa thúc đặt 93 = 
=—: /CT} (1U) = /r). /a£),.«.. /n(+) được gọi là rể thống 
Trưmt SIauếc đổi với đa thức /v) đã clo, Đối với hệ thống 
này Hà có đẹnh lj StuuyZc : Nếu ƒCœ) là sót đa thúc + r"ng 
c thấu tử bội vời tt họ (¿<< b) là những tủ ¡lực 
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tự Siến sut trong vIẫx Tế NỔ cục SỐ CinOi dân 2 hÈ tui 
ý lần bếng số bội của ttóA, `. 
iút khí tán vắc igitidm (tr tởngt lh sa Siitc miệt tin 
vịt có LhẺ dùng các pnhmxzrởg pliáp tua "gần đứng - 
qg tim vải đŠ =hình xác tùy # (bhương pháp (looenge — 
ftugBiai; "phương: pháp Niuten, phương phái xiếi suy 
tiến Lính)... . ` ” 
VẾn có Lm pế ¿êm Bội và nhàn tứ bội chỉ đặt ra dễ; 
với các đa thưc với hệ số bằng số, ái thường dộcg dịnh 
lý: Nếu p(t) } tà sót nhận tử bất KH quy bội & rủ: tÌn 
thư t /Y), @ 2^ t1, Đi nó EU một nhân tỪ Thói & s- Ì của 
ƒ{z). i3_e biệt MỘC nữ: tứ đơn thị hông CÓ INAL, trong 
diìng phần tích của đạo hài của nóc VL vậy muốn cho” 
tHÓC đá thức ¡ ghông có nhấn tử bội, L có vũ địt HÀ nó 
ixyttvển lố với đạo hàm của nó. - St 2 
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lý hiện X, là tích LẤ( cá các nhân từ bất ki quy bội í 
21 Z6). vất giá giết ¿H là nội lớn nhất của các nhập tứ e¿áA 
f(v). tức là ƒ(®) = œ, Xy Av: co VN Cách LĩnA cúc xu, 
Í =. {v.v tít nÌìớt Si “. 
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“1. 8) "Phụ biện phén chia Hầeoštũiy thừa lùi cổa: 
3 8l — # sinlø -|< Ainde+ chia © día3v.—_ 23J(wR2 -†- 
G tà niệt số thiếe © he te trở). sứ 
xà Tìm dự trong phép Ghía theo lv thừa li cắa đa 
tỉ“tíC trosự ~- asinz)® chía cho @Ê <B 1/1 2 
Cá là một số Đnre cho trước). > ` 


sãon. lùng Sơ đồ ilooene hoic dừng thai triều Táuy to dẻ : 
z aạ: phản tích ƒ(+) == + ° + 2v” — 3v” — de + Í tien 
“it pủa 4¬ 1; ., ì = 
Tà phun tích G2: = then: bảng thừa của ø£? — †!¿ 
`. phần tích ƒ(+) =+ A9, —_ Ñ£?” «© 23lx? — te d- 9W 
t:z+e. Mx thừa của: — 3.7 
da báo #ẾC) re VtU c- @Ÿ Ÿ- 1. viết ° vở c6 2), e2 (8v 
- củi #*. 
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— Ÿ, + 30 theo lũy thừa của”. \ : ~ 
K) » * xế. "= ° 
v . : + w ï XE. : m- : 
ri Phân tích: —. thanh phản thể đẹa giản. 
Ác + =b s) ` Ƒ = 
¬ ` * 
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x59, A4) Từnh (—# #? -> +2 3)? trong vành đa thức 


bì Tỉnh (27 + 4+? + 1c) ŒÌ v? + : 
-vành đa the #j82[+ t]. Vinh qây có trớc của khỏng hay 
' thocugT Cho ví đụ, 
e} Troug vành Z/5Z{} tt:oe hiện phép chia : 
ƒ(+) = — 1+° - Đ#* + ư +1 
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n®) 1-+-tt— %* S—= Ê:3yv 
b) 4 —+— ‡£+ cm + ˆ cứu ga ›L Tj ;ˆau “¬ jc đến C:? để 
(1. j, j7 là cúc căn bệc ba ca đơa vị); 


..<` Ý phun +: ¬ 1 — ~' ft *+ xi gx so 


= .~-..... n4 .-..* 


=> Í chín 
dỳ 1 +- œ chỉa cho 1 + +2 đến củp Š; 
_ e@)cos@ —-aœ chia cho 1 — 2v cos œ-+— +” đến cúp 8 
(a 1! một số thực cho trước}, 

61, Chứng mình rằng : 
xâm ¡+36 21! © 3P Ê chịa it co @Ề —# — ï, 


„3k +k~1 chia hết cho 


cỳ #° + 2x? + je° — 3¡/?*z + j vhía hết cho & — ÿ, 
fÍx k> — ỉ ..â 1ị^ Cụ" Đác2 Ạ lỗa S“ 1% 4/3: đà, 1 ^ Š ể là * 


* m—=—. “ 
zỳ 3 .—. -1.*`«. — R .—.— 


tcHôoc cắn hà ha =ha tem vị. 
462. a), Ithi nào thì đa thức z#" — x39+L + x32? chịa 
"hết ch9 xŸ — & + 17 F 
bỳ Nhi nào thì z?®-~. +3e+i — „39+ chia hết cho 
` .Ÿ +1? t 
c} Tùn điều hiện để /(x) —= +ˆ” Ta 2 + 1 chia hết cho 
à (:£) = + =~ ïh — 1T 


đ)ỳ Với những giả trị nào của in thì (+) = (v + 1)P"— 
— +" — 1 chia -hết cho g(+) = =° -+o-rx~rằ+ 119 £ˆ© 
e) Với những giá trị BẠO của m thì /(+)== (£ + 1)® + 
sp... 1 chu biết chú +? + # + 1? 
463. 8) Lưu giá trị nào của m thì (t + 1)* —#* —1 
“ chia hết cỗo (+? -|- x + 1)? 
_ b) Tim điều kiện đề ƒ(Z) = (œ -, 1)P* + #+° + 1 chia 
hết cho (xŸ + œ + 1)". 
c) Các đa thức (œx +1)" + +z”"+ 1 và (z-+- 1)"—z”— 
có chia hết cho (+vŸ + z + 1)? không ? 
4641. Chứng mình rằng : 
a) Nếu ẢZ Ì chia hết cho œ — 1 thì nó chia hết cho 
+" — 1. 
b) Nếu /(+") chia hết :ha (v — )* thì nó chia hết 
cho (+°® — a®*39*, với a + 1, 
e) Nếu ƒ(z) =ƒ¡ (#?) + +ƒ/z(+3) chia hết cho wŸ + # -_1 
thi /#¡Œ£) và /¿(x)-chia hết cho + + 1. 
465. Tìm trớc chung lớn nhất của các đa thức ; 
a) zt+- + — 3x? — Á+z — 1 và z? + z° — z — 1; 
b) +? + zỶ — xÌ —2r — 1 và 
„+ œt --2+ — 9; : 
c) +zŠ° — 7x4 + Sz?— 7+? + x và 3x5 — 7+z?-L+? — 7 ; 
đ) xổ —. 2+*° +-+3 + 7z? —12z -+ 10 và 
3+ —.6+z) 5+? + 2% — 3;ˆ : 
.=' + 2r‡ — 4+3 — 3+? -+- §+ — 5 và 
°Ð + #2..+z3]1; 
_ + 3+4 — 12+z3 — 52+? — B2+z — 12 và 
_— . @°® + 3x)” — 6+? — 22+ — 12; 
8) +zP 4+-z°® — Z3— 3z? — 3z — 1 và. 
z®* — 2x” — +? — 2z +- 1; : 
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. h)#Ÿ#— 10x? 1 và t*—4 3 +? + 0+? +4 V2v +1; 
-ï) z* + 7x3 -L 19+? -+ 23z -} 1U và 
x$ +7 + 1S+” + 22+ + 12; 

j) £°® — d+x? -+-1 và xz? — 3z? +]; 

kì 2+? — 5t? — 14z° -+ 36+? 1-§6v?'+ 12t —'31 và 

3+Ÿ — 9x ~— 2+3 + 37+” + 1U — l4, 

+66, Tìm UCLN của các đu thức: 

a) (+— 1)” ( + 3)” Œ — 3) (+ — 4) và 

(zZ — 1)” (#+ 2) (tx + ð);: 
b) (Œ— 1) (+? — 1) (v? — 1) (z!— 1) và 
(z + 1)(+? +1)(r°®+1),.` . 

c) (Z3 — 1) (+? — 2z + 1) và (+? — 1)3; 

‹) z®— 1 và ® — 1; 

c)+” + ad” và z°®-+a'°; ị 

7) /C£) = (v — 1) (z + 1)? (v — 3) và ƒCt); 

8) /() =(Œ — 1) (z?— 1) (z7— 1) (œ*®—1) 4ƒ: 

h) /()—=+"»”*° —x~*“— +z°® +! và ƒ(2). 

467. Dùng phương phúáp hệ số: bất định hoặc dùng 
thuật tính Ơelit tìm các đa thức 3/;C+) và À/;(+) sao cho _. 
fC+) 32t) + /;¿(+)1; (tt) = 1, với 

a) /#¡GŒ‡) —= + — 4#? + 1, ¬-*-jA¬ 3E —: 2h 20 R Ì 

b) /#\Ct)=—= +, _.“/;(+x)=(L—.+)':. 

C) yết) s2, £ " #Œ@}) =(1— #) `; ' 

d) /¡() = 3+ — 2+” +x+ + 2. /;Œt) = sa min: L; 

©) /q\Œ) = + — +? — 4+? + 4x +1; 

ƒ(Œ)—+*S— + — 1; 
f) f((x)—=xŠ — 5x*— 9x +_12z3 — 3z -+-12,ˆ 
/a(£) = +) — 5+? — 3t + 1. 
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4.68. "Dùng thuật tính Ơclit, tìm các đa thức Äƒ:(2), 
3ƒ;(+) sao cho /¡@œ) Äfƒ;(+) + ƒ/;¿(z) Äf:C£) = d(+}, trong 
đó đ(+) là UCLN của /¡(£) và ƒ;(v), với 

a) \€v) = + + 2x? — +? —Áz — 2, 


?;¿C+) == te” + z3 — c* — 2+ _—= ^; 

b) €)—= x +.3x° + +? + +? + đấ + 1, 
f2(z\ — +4 “—= + yêu v3 + # .~ + 2 “ở 

€) /#¡ŒC) = x5 — 4+Ÿ + 11+! — 27+ -+— 37x? — 35+ +85, 
LẺ (Đao, v.v. 2$... RA cà. tôm —_— O2X‹ 

đ) /,(x) = 3x! -+ 8x9 —:8z x + ảnh: +. 1⁄42) —. 03 — 
— + — á ƒC£} —¬ cứ 6_._g.$ + CỀ K1 ö+ ¬~ tán 


e) /¡(+) = 4z“ — 2+? — 16+? + 5z-+- 9, 
` #(c) =2vc3 — x? — 5# +4. 
- 469, Tim đa thức bậc bé nhất sao cho . 
a) Chia cho (— 1)? còn đư 2% và chia cho G- — 2y 
còn dư 3+. ở 
b)ỳ Chia cho + — 2v2 — 2+? -!- 10 — 7 còn dư #? -E 
+ z1 và chia cho +Ê# — 2x3 — 3+? -†- 13+ — 10 còn 
'đt 2#? — 8, 


- 


3. Da THÚC THRÊN CÁC TRC ỜNG SỐ - 


m 


479. Thành lập đa thức ƒCr) theo bằng giá trị sau đây , 
bằng cách dùng công thức Lagorăng : 


. œ ¿ 3 8 -äá 
a) 
| ƒ#(z)| 3. 1 4 3 

'`. 1 Lất Eạ * En _t† 

b AT ào % 

) 7x) 1*)-ÔỦÔ.,:.,# 

.”:.. `. 2kz 
Ew —= —COS ~—+— isin 
sa : n 


' -e) Đa, thức ft) có bậc không quá  — l1, có giá trị là 
TỦ Mật. e Đa tại các giá trị của căn bậc n của đơn: vị. 
Tìm /(0). 
d):Ehứng minh rằng nếu các nghiệm tụ Ta: c4 » §ụ G”a 
~ đa thức ø„ đều khác nhau, thì 


n 
*> TT 


với U<s<n—3; xa..." — +2)... .. ÉP — #q).. 
-e) Ký hiệu, như câu trên, tìm tồng 


]¬ 


471. ° wPb| minh rằng các nghiệm của đa thức đạ+* +- 


+ @G"”! +... ~ đa với hệ số thực hoặc phức, về môđun 
XướG. viượt quả 


a) 1 -_ max —| . w =l, 2, sa ffS 
TỦ lu. 


b) e + max 
l7 71e 1 đó,.. 54 'ã 


2sV[E ki - nhớ Xếy:s:e: vẽ Ê t; 
Si EEIETa TƯ} (Ó 


c} chờng xinh rằng nếu Lất cá cúc hệ số của /(v) không 
am ti đa thức không có nghiệm dương. 


xem J @=1,2...'..,n,plàuôt-số đương 
t?Vo . 


ụ 
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472. Tim cận trên và cận dưới cúc nghiệm thực của đa 
thúc sau bằng cách áp dụng định lý NtuLon : Ta cú 

n)x $4 + 7z? — Ñx + 3; 

sUn +7xẺ—3:; sgi235/05g 5 

©€) +? — 108+° — 4459 + 900+? + §01; 

- đ®) xỶ® + 4x? — 8+” — 10x +4 ` 

475. Têp hệ thống hàm Stuyếc và tách các nghiệm thưa 
của cúc đa thức: 

a) z° — 2v? — 4z? + 5z +5; 

b) z?® + +? — 2v — 1;' 

Cc) #3 — 7# -+ 7; 

đ) vŸ + 3t — ð; 

-e) #® — 19v? — 1Ô — 4; 

tt —“——1; 

8g) 2+4 — 8+) + 8x? — 1; 

hìa? + 4° =i‡ “ 
. 1)“°®-+dz”—12z-+9; 

kỳ ®Š— 2Ÿ + z? — 2£ + 1; 

L z$® — 3x — 3z” + 2+ + 1; 

rn)ì 24 —+2 + +? —.Ø — 1; 

n) ø#“ — 4v — dc? + 4z + 1. 

474. a) Tính gän đúng cúc kợuc: thực của phương; 
trinh 

x° __. 8+3 -+ 13.2 — 10+ -+- 1 =0 sai kém 0, 0001. 
bỳ ==- gần đúng các nghiệm thực của đa thức 
—2t—5 vời độ chính các 0,0000U1. 


©) Tính gần Găng v vời đó ctnh xúc (Ú), x“aổ các nghiệm , 
của đa thức 


— 10% —, 


đ) Như trẻên, với đa thức #3 + 2+ — 30. 

e) Như trên, với đa thức x? — 3x3 —,4r + À 
_ f) Như trên, với đa thức xe? — 3+? — + + 3. 

475. Giải các phương trinh bậc ba sau đây :. 

a) z3 — 8v +90=0; 

b) z3 -+_ 12z + 63==0; . 

cỳ 3 + 9x? + 18x +28 —=0; 
- d) xz*+ 6z” ~ 30x + 25 —U; 

e) x7 — ö+z + 4=0; 

f) x3 + 6x + 2—=0; 

8) #) + 18+ + 15—0z 

h) z3 — 3x? — 3z + 11 =0; 

{) rŸ + 3+? — 6x + 4—=0; 

k) z3 -+- 9z — 28 —=0; 

I)x? + 2lt— 58=—=0;,_ 

m) + + dố+ — 9§ = 0. 


, 


n) Chứng mính rằng 

Œtị — #;)”(®¡ — z)(+2 — #;)” = —áp" — 274?. nếu 
#t+Z¿. #s là nghiệm của phương trình x3 + pq + q=0. 

476. Giải cúc phương trình bậc bốn sau : 

a) z — 2+3 + 2rz? + 4r— 8=0); 

b) xÊ + 3+ — 3+ˆ° š BỊ — 15602. 

c) x — +Ì»— +z? + 2x — 2—0; 

đ) + — áxŸ -L 3+? + 2c— L=0; 
-e) +Ê® — 3+? -+ +? + dx — ö —U; 

f) ~z° — 0v? + 6z? + 27+ — ð6 = I); 

8) xz? — 2+? + 4x? — 2v-+— 3 — 0; 

h) + — xz° — 3+ -+- ấz — 10 —=0. 


+77. Tìm nghiệm hữu tỷ của các đa thức: 

a) #2 — 6+ + lõr — 14; : : 

bỳ z4 — 2x3— 8x? -+_ 13+ — 24; 

c) z5 — 7+3 — 12+? + 6# + 36; 

đỳ 6+ -+- 19x93 —. 7+? — 26+ + 12; 

e) 24x — 412x3 — 77+? + 56+ -- 6D; 

-‹f) +? — 2v — 4x? -- áz? — 5x -+ 6; 

8g) 10.c' — 13+ + 15+? — 18+ — 24; 

h) #! + 2t? — 13+? — 38+ — 21;, 
` 3 2x3 -+_ 3+? +} Br — 4; 

Y) 4+9 — 7z? — 5z — 1. 

478. Chúng minh rằng: _ 

ca) Đa thức /(2) € 2Z[z] NHANG có nghiệm : nguyễn ¡ + (0) 
và ƒ(1) là số lẻ. 

b) Néu phân số tối giẩn -® là nghiện của đa thức 


{Œ) = Gạzv? + ứị+Ề~ : “— --- — Ca <€ =ZL-C] tài b —::: t2. 
ước của /(m) với m nguyên. Đặc biệt, p — g là trớc của 
/ƒQ). p + 4q là. ước của ƒ(—1). 
#79. Phản tích thành nhân tử bàc nhất : 
'a) #3 — 6+? -Ƒ- 11 —68; 
'b) +' -+_ 4; 
c) +“ — 10+ +- 1; 
đ) cos(n.arccos+).,. 
. 80, Phân tích thành nhân tử "trên trường _sỐ thức : 
a) z? +1; 
b) œ5 -+} 27; 
©) #°“ — a+? -+- 1 với —2<a<2; 
d)z~° ++~°v? +u$; : 
©) S=o°8— 0ñ“ +-a”“ — a?b? .L b$: 
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f) 0—=(Œ++u)®+zt +0: 

8) P() = ( + 0)" — z5 — 0°; 

h) P(a. b. c) — 24?b? -} 2a°c? + 2b%c? — a°— b*— c%. 

431. Phân tích. thành nhân tử trên tắt bực thực : 

a3: f(2)=##*— . “ ' 

'b) ƒ(z) = +zˆ?* — 2+ SN 2. 

©) /œ)=z" -=Œ" +1. - 

đỳ Q =—= bc(b + c) + :aCc — a) — s)b(q “+ bò). 

- @) PŒ, b, ce) = (bò — €)(b +©% + (e— 6Œ + 8)*+ 
+ (a—bXa+b}°. . - 

482. Tìm các đa thức bậc bé nhất với các nghiện s sau : 
= Nghiệm kép 1, nghiệm đơn 2, 3 và 1 “+ ¡ với hệ số - 
phức và thực. 

b) Nghiệm bội ba là —1, các nghiệm đơn tà 3 và 4. 

©) Nghiệm Kép ¿ nghiệm đơn — — ¡. 

+13 Nghiêm bội ba là 2— Ại, với hệ số Lhìc. 

e) Nghiệm kép ¡, nghiệm đơn —.1— ¡ với hệ số thực. 
£) Nghiện› là tất cả các căn của đơn vị, bâc của các căn ˆ 
này không vượtšquá 0. 

483. Chúng mỉnh tính. bất khả quy của các đa thức 4 sau. 
trên trưởng số hữu tỷ: 

a) x$ — 8+3 +} 12+? — 6x + 2; 

b) # — 12+ + 36+ — 12; 

c) 2£ —~ “+2 -+Ð1;- ko jẽa””” ụ — ng 
đ) X;(+)= La ø là số nguyên tố (đa thức chia 


vòng tròn) ; 


Z có : 
e) Xp*(t) = “ma T ;„p là số nguyên tố,- 
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. 484. a) Chứng mỉnh rằng một đa thức bậc ba không có 
nghiệm hữu'tÿ thì bất kBả quy :trên trường số hữu tỷ.. 


~b) Cho ƒ() là một đa thứb với hệ số nguyên và có một 
_số nguyên tố p sao cho ơa không chia hết cho ø, đèo 
:.đk+a se; Œạ, Chịa hết cho ø và đa không. chia hết cho ø°. 
Chứng minh rằng /(+) có một nhân tử bất klhả quy không 
“nhỗ hơn + — &. 


.485. Phân tích thành nhân tử: hoặc chứng mình tính chất 
bất khả quy của các đa thức trên Q{[z] sau: 
a)ỳz“^ — 3+” + 1; F | 
| b) Ã +} õu2 — 3z? —ðz + 4;=.- 
se). x4 + 3x3 — 2x? —_ 2z -+} 1; 
“3 d) z4 — #3 —-3+? -_ 2z +: 
`e) ƒ() — (# — a) (Œ— đạ) ... ( — đa) — 1, 
trong đỏ đi, đ;. .... œa là các số nguyên phân biệt ; 
Ð),ƒ(z) —= (# — ‹ai)Ê ( — q;)Ê «.. (#@ — aạ)Š + 1,-., 
trong đó đ¡, ;¿,.... ø¿ là các số nguyên phân biệt. 


486. a) Chứng mình rằng một đa thức không có nghiệm 
. nguyên ƒ(+) = +“ -+© a+' + bz? + cxz + d € Z[x+] nếu 
phân tích được thi các nhân tử phải có đạng 


^— Äñ\L "+Õ w %# 
lỗ  ==—.# +-_m. trong đó mứt =.d.m =—¬n.. 
1t — h 


Dựa vào đó, phân tích thành nhân tứ hoặc chứng minh 
tíáh chất bất khả quy của các đa thức sat trên trưởng 
-‹hữu tỷ: 


b) +z° + 3v? + 2+? + 3z — 9; 
c) œ?” — 3z? -+- 2⁄v? +4- 2v — 6; 
đà +*+ ¿c — Bc — 2# — 12. 
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487. Chứng mính rấun;: : 


a) Nếu đa thức /() € Z(x] bằng 1 tại quá ba giả trị 
nguyên của ñn thì nó không thể bằng — I tại mọi giả trị 
_nguyên của ẳa. 


H. Một đa thức ƒ@œ € Z(+) bậc ¿1 bằng tì 1 tại quá - 


—= 2 giá trị nguyên của œ, là Bất khả quy khi n > 12. 


_388. a) Xác định œzao cho đa thức xÌ —. ø+? — œ# -B 1 
nhận số — 1 làm nghiệm bội không dưới 2. 

bỳ Xác định 4 và B sao cho :\+° + Ø+Ÿ -- 1 chia hết 
cho (+ — 1). 

cỳ Xác định ¿l và Ø sao cho da?! + Bx> + 1 chĩa hết 
chơ (+ — l1). “" 

489, Tim số bội của nghiệm 1 của cúc đa thức sau: 

a) +?°®__ n+\tÌ +- nz°~*! _. 1; | 

b) œˆ#*t! — (2a + 1)+°*! + (2+ 1)22 — 1; 

€) (0 — 2m)z+°” — 0z" -+- về — (¡ — 2m); 


đ) /() tan 70 9Ÿ _.„ tiện +- "= D SP ` a+2 + 


3 


_ (a T— l(n+2)Œa + Dạ 
| : ch: 
*- ¬— +=1! — 1, 


490. a) Tìm điều kiện đề đa thức +xẾ -B- dc) -L b có 
nghiệm kép khúc không. 
b) Tìm điều kiện đề đa thức œŸ + `, + 5ò =-- c có. 
nghiệm bội ba khác khỏng. 


-— 
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„ @) Chứng mỉnh rắng đa _thưc Z* -+ q1" "“ + ọ chong co 
nghiệm khác không, bội cao hơn.2. - - 

“đ) Tìm điều kiện đề ƒ(= ° + axam + b có' nghiệm 
kép khác khỏng. ' "` 

.491. a) Tìm bôi số của nghiệm # của đa thức 


tự () + /(a)— 7œ) + re): 


gã XE. Tạ —-ÁE—Ã..- 


b) Tim ng "bội khác Xuố--Sã đà thức 


” 


492. a) Chứng: mỉnh "răng cos ` là =—. của miột 


N 


ohương trinh có dạng .. 
P(x} = œ„¿#* -- 2 a=1 4-1 4©“ c8 
với ít là một số tự nhiên, Tính 2. Z¿ 9À Ø; 
b) Tìm những nghiện khác củá phương trinh. P(w) = Ú. 
& ©) Tỉnh các bị tu thức 


Sex 1 +_ ca -ÊP. + onn — N5 
l +- cos Ð—.. long c muỷi  ¬.ên 
P tt 
Ẩm — — dnm — 1)= 
“ án ... coaä  NG 


P =cos —— cos 
¬.. Tỉ 


493, a) Xác định'các số a và b đề cho đa thức 

, P(z) = a#"*Ĩ + ba" +} 1. : 

:ó nghiệm kép # = 1. Khi đó thương của PQ@) chia cho 
 — 1)? bằng bao nhiêu ? 


1) 


b) Chứng minh rằng đa thức _ 
P(%) = (1 — #°®) (1 + +) — 32z°(1 — #)— n XE —#)? 
chia hết cho (1 — Z)Ÿ (a nguyên > 2). ” 
c) Xác định một đa thức bậc ba P(r) sao cho 

#(x+1)— P@œ — 1) =##— I1. 

494. Tìm nhàn tử Bội của các đá thức sau trên -trường - - 
‹8ố lục - 4 
an) +5 — 6: < dc” +iy 12. — 4 ; 

U)+” — 1UĂ` — Àư+* — tÙ% — .c 
_e) +8 — 15r° -+.8tr?--+ ð1+? — 73v +7 ; 


hà“. e-+* +- 18.3 —_ SA4~# 1 2%= _— 8. 
-Z~ ` 9 
039-382 ~ ðF s- Sể= b6 ad 7 
px” — SP - Bá — Tà! -E Ta — Bà +38 14 


g) z3 + 2+ï + 5+8 + 6x” + &x? + 2xŸ + 5+? + 2x +1 


§. 3. ĐỊNH LÝ VIỆT. ĐA THỨU BỔI XỨNG. 


495. a) Tìm hệ thức giữa củờ hệ số của phương trình 
bậc ba Wự mm 
3 + pt” +© gz + r=0 
biết rằng một nghiệm bằng tòng hai nghiệm kia. 

_b) Áp dụng : Lhữ rằng phương trình 
q03 — 13x? — ñr' +=(0) 
có một nghiệm bằng tông hai nghiệm kia và giải phương 
trinh đó. - 
496, a) Tim hệ thức giữa các hệ số của â phương trình - 


- -¬z# -Ƒ avŠ + ba? +} cẽ + d =0 _ 
mà tông hai nghiệm nào đó bằng Lồng hai nghiệm kía. 


., „ Xi 


b) Chứng minh rằng một phương trình thỏa mãn các 
điều kiện của cầu trên có. thể. đưa về phương trình trùng 
phương bằng`cách đặt +>- „+“, với z chọn sao chơ 
„thích hợp. _. * 

©) Tìm bệ thức giữa các “ta số củá So Ï trình *¿ 

§ + + ax3 4+ bưÊ + cx + d— Ú 
mà tích hai nghiệm nào đỏ bằng tích hai nghiệm kía. 

đ) Chứng mình rằng phương trình thỏa miãn điều kiện 

trên có thể giải được bằng cách chia cho *#? và đặt 


ÿỤ =# + —— (với 1+ 0). 
(U . : 


Ấp dự nụ : Giải các phương trình” bậc bốn sau : 

e)+° — dr? + 5z? — 3x — 68 =0; 

£) x* + 2r3 + 2c? + 10+ + 25 = 0; 

g) ~* + 2+9 -L 3+? -L 3+ -L 2c — 3—U 

h) x“ + xz? + 10.vŠ — 3z +i4d=0 

497. „ Xúc định ^ đề một trong các nghiệm của phương 
trình z— 7+ + À = U gấp đôi một nghiệm Kkía, 

b) Xác định œ, 6, c đề chúng là nghiệm của phương 
trinh - 

+ — z? + b>z— c =0 


c) Xác định qa, b, c đề chúng là nghiệp của phương 
bướu c3 +- d6 +bz+ c=U. 
đd) Xác định À đề tổng hai nghiệm -của phương trình 
2+3 — +? — 7z + À^ = 0 bằng 1. 
e) Tim hệ thức giữa các hệ số của phương trình 
z9 +E øz + g =0 nếu tạ — SẰ— + va 


+: T¿ 


h3 
l2 
= 


f) Các nghiệm cua phương trinh 

: 8x?” — 12r?— 2+z-+-3 =0 
có lập thành một cấp số cộng lông 3 

498. Biều thị các đa thức đối xứng sau đây qua ‹ sây đa 
thức đối ¡ xửng cơ bản : : : 


a) zi+.+z; + +) — xà ; 


"= .;.—— 


b) +} x¿ + i2 + x? ¡1a + xi2) + x xạ +} xạ? : 
e) x‡ + xả +24 — 2z1z) — 242 x3 — 2u1a 1 | 
đỳ +? "HH YÄớn= Px$.: ‡áÊu : 
e)#(+v1):` 

f) G7); 

8) q(x? T¿ +) , 

h)q(+} +2 ); 

¡) @(+122)¡ 

k)œ(Œ}).. - 

499. Biêu thị qua các đa thúc đối xửng cơ bản: 

a) g(+} ~2+s); 


b) g(2Ÿ 4Za) ; k* 
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k)@(+} xŸ) ¡ 

I)XŸ ta ta) ; 

A1) q(t‡ z5)$ 

n)%‹vỆ 3g) : 

n) tr?) | 

509. biểu thị qua các đa thức đối xửng cơ bắn : 

Iq t§ 

a) =2) Gớỉ đo ma) (ra sa): 

b) (t‡ + xŸ) (tr? -© +2) (y? + xả) ; 

C} C27¡—Ta—1+a) 222+—d\) —za) (2Tạ—dtce=22) 

đ\ (^.— +. VN (x*, — te Ía——a+~VỂ : 

e) # ha) ŒÈ¡ © xa) Œ¡ + v¿) Ct¿ + xa) Cta +82) ` 
>4 ẹ+ s., + t2)? 

1) (+y +ahwa ¿) ti. va s= hạ tạ) (x: sói `+tz —— ca ¬ 

g) xi ~T©t›—#Zza—t,) (.U; —+¿——= ‹v+a —#+,(%; — .L¿ —" 


— ty +#z,). 


Ệ 

l: 

, 
tỷ 


Ca 
s %*ự¿ Ÿ,. 
: 
". ° 
: 
35 v) 
Ầ 2 5 
: 
... 
" 
v4: 
„ d 
š 
* 
: 


Si Vi c2 So bên ——.ẻ +- = . : Ỷ= 
BÀI VÀ NT Z4 2-2273. xà 1á _. s1 tụy ma vẽ: 


bì 
Ệ 
\ 
ì 


S20 +. SỐ v 
: và? c2 An 
cà c  tÓy ST, P Sẽ 26 SẢ Xa đ2iz6 


x~ “+ — 


"*fe@3-— ý. xổ TRỢ, PC NG k TIỆC Sa c SẠC 
THẺ + Eà ti Ca h4 6o AE 0i s2 XÃ ¡SA NẠI 


~... #y: 


ty" “ân 


tim ~~.” 


s3. na... YẺ s5... xe 

cm” *ÁC: x của phươn 
¬ a. Tỉnh tồng binh phhơng ch _ Đ K: c 

91) (c5 180W 0 ci3067 10117 4272 12155 Ẹ 

hà ca SUIÊ Ms độ xx+ đa Sản 

cố SÓ v2 SẤ v29, _" “~. ức CO EĐE S22 Es2 

F`-= 2Ã. .Lý h «* Ta .. J2» Số Tà, .> - " %« T.á. ... xế ĐT 


% h2), Tinh. Liệt, #ã) trong đó ¬ 
` - của phương, trình T, _— x2 <= .— 42 XU, 


. .áo XY Tính giá. trị. cúa hàng | #6 “đối xứng ⁄ Sà 


...... 


đã đó z¿ là các. nghiện) bi Phường Ù = 


4: 


"xẻ 
cháo) 


~.. << - 
- + .* 


- SG  et ve . xà lọ Cong RESOT.S- KỦ TC lỦ tản 


s, Tinh" g@ti): với „ là “nghiệm. ,của- :3.z* 0? hà: 


23:29 


sÐ).Tinh ? C38) vô 2A  . 


Hi & 'œ) =3“ = Ở BÓA _ 2t. 2c The ca ti ng 
vn ¿0y Đi 2k , Lư N¬bkvT tY- h »hÒ 'Ằ >3 t$W* Tên .. Tân ¿7 - 
J‡#c VN cà, Xi sẽ s — đà *.ớ 2 Nà ^X ve: : th .s% EU acc +3 T 
¬ sf}. Tịnh T= 7. TY n Su Tỷ Tìn ` ky Sản h.. c ` 
h ` ai xa 
(x].T, % 3x AI): (+: CN: 4 2 Qi ket S), 


với; ca là : aighiệm - của r7 vỳ = 5x3, = .z? * KT In ca 
: + vi: SOI LING 


“g03. a SỐ, Tìm. -hệ thửế giữa các hệ SỐ, của phương. trinir 
hoi + a> r-:ba~+_c =. `0. DIUYN bình _pbương mìỘt trong: 
các „ngliệm bằng. tông bình. phường. hại n nghiện tia hàn 
XÃ Đ), "Tim Wiện "tÍện: VÀ. MÁT #inh` Yòng trói 'ngoaÏ tiếp “ếñaŸ 

một iam. giáo: "thà CÁC :cạnh., là. .các: nghiệm của. phương 
‡rình lẻ C ng Cền có, An cv š tt bóc 

k4 — 'uạ? tư bxz — Ke= vê. ề xi 5 t3) An 
và tửh hệ thức: giữa 'các hệ số của móC 'phư rong trình 
mà củế nghiệm bằng sỉn cúc góc cửu một, tạm aiắc. 


s04. Dùng, sử? thức đỡi xứng, _giÃi các bỏ phường 


-tình; 8A0 55 2 cha, cà So XU 
SP I8 + 103 m2. 2í (9 + cm Loài. 
~ã.+ “g v2 +? +? —= l{r. .~ '† `.xz 1 : 4: Pán ĐÁ: c®. 
C1 ,1usie‹ 82 Đị n0 
cờ: ———>—+>:—=—~; * n =2 , 3 
IÈ Ụ b2 6 Ê° 4® ˆ-+cz  =—ï‹c- 
J®. +? đa =.—2 kho” + T7 
-©)\ +3 + + z?=—'—~Ñ e 2ˆ «+ t3 nh ưn -3 ¬ tỷ}. 
LT -. 2 “ mm 4” 1 ĐH Dân c 
: t CÓ ti t -. : KP SA he To 
vn cẺ AE Với vở N ĐỘ qui ° K = 8: 


: chẺ SÓ5, nộ Chứng xk rẵng nếu: FŒœ% tr gu #h). là MÔ 
“ đa thức? đối. xứng có tính chất - bên m HÓ Đ9e 


.ˆ.~- - 
, . 


“# Can +. đu #ta th 01⁄.«+ a xÉ d)= Ƒ tị: z Khu an) 


! * - . - *. ° —`= 


và nêu by, Ơg <s2õ, _—. là "biều thức ˆ sửa “hề \ù ' ữa, các, ta: 
thức đội xứng QCớ- “bản: thị 24 ® .ˆ C TẾ hi nIT, $ kề vi? 
c NT ĐC Tà 46 cac Kia £ 

S3 Ta ¬ Ni .. 5 Ta 200 at 
à„ "In: đc 1, n R «hơn =0; 66? 
_# 002 --. X0... NỀN CP LỆ  A CHG họ 3S +4 MẾC+ 2 757 3à 

c c KIỜ TỐ ca 'Ấsuxế lấy Ê TWyErctxrný 

xã ngượ C®1lại. ng HẾ ng ung SẺ T9 0 gi 


“uâyk 


_b) Chứng minh rằng mỗi. đa thất đối xứng chế tt, 
bác hai có tính củât tin trong cản trên đều bÃng.. 


`. — KH, đ Án ý sự và 
& sử , k. sỆ : Ki TA 2 gì 
lang đó © tà một bằng + SỐ.: ; Suếi VI € la ng su ƠI hi kế 


-£) Tìm đạn; q tông quát của các đa thức đấi xứng bậc bà: 
;ó tỉnh chít như trong. hai cản. trên, 


.ư. Sơ \ ; : s ° * . 


ĐIẦN BÀI GIẤI : 


CHƯƠNG, 1: 
TẬP HỢP. 


te ˆ2 
Tt ˆ ;<ˆ 


“ã. ^£ 


~“3. Œ là) Giả sử: e'€ on QVÈ), “Thể thì tœ&€ 4 và 
+< ZU €. Nếu *€ .i và œ€ Øtbiì x€ 4Ð, đo đó 
+ (A A2) (4 ^ `x€). Nếu & € lvàa:C Clhìc€ ;1¬ 
E4 Œ, đa đó + :€(1^8) V0). Vậy 4X NE= 
=@^#) VÀ). - 
“. Đảo lại, giả sử ;v e(L^AZ#)9 (AC), Thổ thị # € ĐA 
`B hoặc ~ € ;J7C.:'Nếu z €--1 A thị  € ả và + 8. 
.do'đố ® € A Và, „€ 8ÚC, tức là. € 41 2(PUC€): 
Yến + € “AC thì: + € 4v '~+@ŒC, da đó +€ 4 và 
'^€£ÖV(V.. tức là z,€ À8 C).... . 
Bộ tây: 2Í: 79481 (+! A©€)c La CB Ờ C).: 


r1 R3) Giả sử + € (1 .8)S 5z). Thể Đi ếe áu lẺ 
“vã * € .+⁄A.B, từ đỏ suy, la € Á-và x € D hoặc # € 
và +€@ A. nghĩa - lá. „.e, „1N. 8 hoặc. + € Ø8 /A. Vậy 
bê 9 E2, “Đão lại. 'giả sử z € G1 Ö) xZ 
CGéN.4). Thế thì: cà? hoặc œ €@ ”`ŸW 4A. nghĩa 
# 
=- 


JN 


<< _ w$€ D hoặc: ¬ nvàxz€' A..Nđồ + € 4` và 
® thí z € .!(/P và ~€ .t x8, đo đỏ z €(A 2 Đ)ìN 


Hà 


_.(-3 A.Ø). lương Lự‹ Hết ‹Ẻ c 22 vài «+4 tài S sten Œ 

:1VÀ cŒ 4⁄N Bị. đo đó + nh đa côi >2} kÃ cNg 
2š tAý ‹A v, B) ` CA: ^B8)=(1` ĐỘ v, (, \ Âyc, = 
Di XrẺ oi) Ề tGiấ. 7 $ử 4:.€ SN (A A2). "TH nhi + t 4 Xã 
5 Su A #@ Ð, 'do*ãð' 'z'# M và cáo _ hoặc 2: .M và ~x£H. 
tức là + — ã -+rhoặc e, cài AI LAN AM: cch Luệt S24 
-:QW S.B). „ Ạ 
„. Đảo lại, điả z r€ @ w \. œư `, “Thẻ tui A `'€ ä/ 
TƯ n z@ A, hoác # € Àfƒ và œZ@€D. Nếu + M và #@A 
_thiì # <1/, và ®# € 4S. do: đó 'xv € 'ÂÉ NL— KC VaY2)) 
- Tương uử, nếu œ€ Àƒ và z#8 thi 3€ ¬i và g «. äÄ Ệ K⁄c 
_nghĩa là œ hƑ¿ N c4. ^ ?).. TS mẾ 

“đ) Giả sử 8` CC, vã % € +\:. Thể thí ° va tˆếy yŸ 
ý đó + € B'. Xậy" +.€ 8. tủc là 4".C ®: ha (an hờ 
xiửng, tả cũng cỏ 4" — B8 Réo. theo B'— A.. LÒ 2. lS 


f) Giá sử ụ€ (ÁN “8. Thế thì. < và .. Š Ã 
nghĩa là :c € F lạc +8. Da“đỏ + € 4° \v (3 ^ N'ộ 
Đão lai, giả sử + €<U \/ (hồ ^ A» Thế thi xe € zl' hoặc 
-Ồ <6 4. Nến m€-i` thì  € ŒÍ `N.ÑØ}- Nếu z € #aa 
thì £ € ?®, đo đó # € 1N Z hay ® € (A2z?). n - 
` _#) Giả sử z € (CC. 34) (CS). Thế thì z € (6 xi 
S^ (€C “B), nghĩa. là e,€ CS hbòặc + € CB, từ đỏ- UY 
Ta r-.€. Choặc `. 3 hoặc'z <b#. Vậy 2€ `A U.Đ ỜC: n 
` Đầu lại, giả 'sủ +.€ 2 ý iÐ ¿:17.` Nếu š .... thí 
3: € CN cAv đo đó + £ (214)a(C. `".ợ}, bay € t(CN4)@^. 
2 (CS.Ø)), sNến: 6?) hoặc z € CŒ* thì, x$ cx8 và La 
:3 kũng 9ö kết - tu LÝ tương tư. _„ . = 
:- 8, d) Xếu E`ŒN#)=r thì rõ rằng 'h c4: 'BàZ Tại 
S¬nn FC E thì với mọi + € # tỉ có +: G.E và x€ SE 
do đó & <zxŒN£} Vậy FC ES(ES BÀ. Mặt Khác nếu. 
#Œ ¿ và u€ EXN(N£) thì w 3 Tà, 0$ vậy 
-U < F nghĩa. tt E/(kE) CF. ko àS, 


* vố: 


„#, 1) Giả sử (z, g) € ( F)š`€L»<B). Thế thị 
bị 0): XE và 2C. `u) € = So cá đó höặc # £ 4 


hoặế: U€ #-Vậy Œœ: ) c{Œ VÕ 8s Ờ ;[E2< (CA). 
# Đảo Tại. HA, sử Ct:U) € ((@N4).x? TU: TÈ> <(PXx.8M- 


thế thì @2U).€ Œ€ Ä) >7 hoặc: (nu he: xứ), 


nghĩa là <E 1, “ự€, E hoặc. + 6s czxNg., 
s Trong ‹ lá traf trường hợp. tạ đều có. œ6 t3 < Liệu < CEN 
Ẫ X. 7... & KẺ : -* c. ứ TÊN LUẠP sWˆ 
„is. T bêu định nghĩ " KV HU có : 
( te ö)9øG=. [C4 ư ŒN: ĐỊN C| 2 |C: L5) v 
QUEN NIÙÍ: T s.mn +. P SE Đi 1N lv, 3, SÊ& 
HN xi0 ca 
Ai SG: = dASISĐ VU œ | cJ[C@BXC) ở 
J {c`ø)N È- : c . 37 ni 18 #2 vat z + = - ” 


_ biáŠễ œ € (4 © Øy@ €. Thế Lhì` SP 2 32 
»e[{CT`'Ð) x2 CØ1X.A31S.€höức + €€NC L8) (8X 

Nếu & &: 1 ND) (2N 4)NG thì w <( INØ)Vj (5 ` 
Yủ Œ k2 nghĩa là œ €AN Ở và + 'Ý C, hoặc + € ØN.! 
và + € C}. Trong trường'họy thứ , nhất tA có ¿ < 3 
¿ SẼ. Đ.- + €-C, dỡ đó + € Á và: - (5SN€ÿ (CN. 
Vậ» A› € 4S(SC} (CS) Llừ đó & €:Á'© Cỡ @ €). 
Tran trường hợp- thứ hai, - €-Ö,.+ @!:d.véC. do đó 
\: € (8Œ 0.(CS B) và â € 41. Vậy k3 ((8`€) 
J(CN ĐỊ 1, từ đó ~ € 4 @(8 © €}: Tất cả c: %e trường 
vạn trên Tại cũ tự. lý luận tương tực 


ã b) Ly, E= ý ta sẽ được 4.@ A ` -ýới mọi CA. 
X Với mỗi TC gieo A@ 4<: (ANH C4) ác 


; n) Số tắp con của A4 có rphần (lữ, U*€ #.< ný chính 
5 lêp, tô hợp châp-r vũa 8 phân, tử, tức, là ng 


`; 
+ 


5 hŒ <1 = nS-+ 1) 


x..`ð /Y!..— 


“35. Gia. sứ 7? là một lập. cơn tùy Ý của tập: s‡. Ta citứng. 
minh rằng / chứa phần tử bẻ thất Kể hiệu Bị là tâp còn. 
"gồm ‹ các 'phần tử Cbị.. F†Y SP su) LÝ = Ọ mà bị bẻ nhất'= cơ 
-Lấy Ba: C và sản những phầa Lử (nụ _g bò»). kg by 
"bé bhất.=— se “cuối, .tùng, Øs, là tập còn: của Đai, '#ồm. 
những Pha tử: "HÔ, thành phần thứ 2 bế nhất và v bằng, C 
Rõ. tăng Dy chỉ gồnm một ` phần tử Œ š Sư, ») và: đó: tà 
phần tử bé nhất của tập B..-- - : HN, 
"26. b) Vì sup Ø }» £ với mọi C € C nên the đị ịnh: ¬agfie 
sup { „€ < sup' Ð. Tương tự inf'8-<-inf#?2. ;-- : : -;v" 
F-- ©) Đặt-b-= -gùÐ Ø yà.Dj z5 sup j, { ¬a Vì với Thọt 
củN ‹= Bị da sổ: ›0!:.<& Ð, „nén. ð£ c.. với mnìọi ¿C1 XNếu hecc 
với mội teT. thì đ & É "với mội ¿ “€1, đả đó + <& ĐÁ 
mọi œ € B8. VÏ.vây b <$& XÀ theo định nghĩa Mới, “ớci t 
sup 7 ‡= b = sụp khị ị Ỉ ¬ |3 = sụp (sup 8.,|i<€ FÌ kế 
. %T, (A) - (b). Giả sử thỏa: mãn cứ giả tt của điều 
kiện CĐ}. [la xét tập con Ø của tấp -1 gồm tất cả các píiqin 
Lj- Không có tính chất %. và chứng minh 2 = 4. Nếu # uc 
thìị theo điều kiện- (a), j chứa một phần. tú: tối tiểu . 
Theo giả thiết của điền kiện (b) phần: Lử' ứ khỏn#” thể là 
phần tử tổi tiêu. của: tấp 4l.-Nếu + < ư thì z € Đ do đớ- 
.;ó tính chất Œ@, “những, lúc: đó: theo .giá ` thiết của điều 
kiến (b) phần Lữ œ phải có tính chất . Nàu thuẫn !Š›.- 
.(b) = (c). Ta nỏï. phần: tử .d € + có tính chất @ nếu 
;uọi chuỗi giam - bắt đầu-tử:. œ bị ngắt đoạn. Lức. là thôa 
mãn điều kiện C)- Trước hết mọi phun” từ: tối thiều u € 2t 
đều có tísh chất 4% đó/vừ không võ phần tứ nào bé hơn 
và hắc 0. Nếu £ € ¿1 là một phần tủ sao: cho mm. z <. tứ 
đều có tỉnh: chất Œ, thị ta xế chuỗi “- - _.. 


m2 ¬: .. >u; > « ct Kế iÐg SÃ 
Nếu khỏng phải mọi chỏ, trong chuỗi. đó đồất: có đấu 
bằng thì tön tại mỏt số È Sao chủ - 


đi cv Sử“ vị VÀ ¡>> đíị. ` 


S207. Sa 


Nhưng lúc đó phần ần tử .ˆ có: - tỉnh chíu %, nghĩa đà 'chườf 
¿` > S454, 


: Sông là « si Tan Km) 2 in 


-* 


bị ngã v “đoạn; ‹ và do đồ chuỗi à v 


du - ... >a ca... AM 
vũng TME: ngắt Thu: tức lã phần tử q có tỉnh - chấL Œ. Theo 
điền kiện (@œ›) MìỌÏ phần Lử của ‹1 đều có tính chất Œ, nghĩa 
là 4 thỏa rmãn:điền kiện (e). 

(‹) =4). Giả sử có một tập con 8 của tập 4 không 
guứa „phần tử tối - Liêu. Chồn 1m €.Ö tùy. X¿.Yvì.đ¡ khòng 
lối tiều nẻa có đa - .<B mà gy > 4ạ: Tương tự đ. không 
\ối tiểu nên có. 4 c B mà s., > ga. tế KG 2, lầ tả có chụŠ í 
về hạn “, v. 

; em e( 2> ty >>) CHƯC sử R. cải “-.- 
thông thỏa mãn điểu “kiện (a).. 


.“ ˆ -— 


tt, 2ú bồ đề Zoóc 3i ra điện đề chọn, 
- Giã sứ đã cho một lận. hJ4 == Ó tùy X. Ta cần xây đựrẻ 
ánh xạ: lử tập _Z/ =z ;Ø(M)#` tới Ar sao chờ với mọi 
ã = -4t tì có œC: 4) <4. Xà 

` Ky hiệu. ® là tập Súc “ảnh xạ % từ niệt tập con nào đẻ 
đG + tời Äf (tập cơn này gọi là :niền xác định: của: và 
ký hiệu là Đụ) sao cho: với: xe Đ.€: Đụ ta CÓ LXLÔN <”. 
Vị ư “” £ nêu đ› <= ni 5 

“Trong @œ tà lấp) quan hệ thứ tự & -nht sau: với hi 

hạ ®, ì S W¿ khi, và chỉ khi Đụ ¬_.. và trên Đụ 
tụì và ¿ trùng nhau. Ta chứng Tô trong © mọi láa. con 
sắp. thứ tự toàn phần f: rat có: cận trên... ¬-->. 

Tai "xây + ảnh. xe. ® thỏa xnãn "bài An kiến 


“110. =0U 7Ð S2 1v v2 


` 


“tử của tâp ⁄2(-1) bằng L A2 SE. ,.3R-- xay K0 CN, AT) 
, Nếu q =0. tức là 4 =ø thì rồ - xàng 2(A)=.I lẾ? 
29 — 1 phần tử. Giả sử với mọi tập 8 éõ n =2 phần.Lử 
ta đã chứng mïnÌà được 2(8) có 2° phần tủ xà, “tập A 
'thu được tử B_ bằng ' cách. ghép thêm một phần: ai Thế 
_ thi mọi tập eon của B-cũng là: tập côn. của .Ai. ngoài ta 
“tập 34 Chữ còn những Lấp con thu¿zđược: từ các. "tấu? €ot 
"'ela 7 bằng cách ghép thêm. piiần' lử 4.. -YY, 405 só 
2°7! — 2851 3" plẫn tử, ` 7 xin Tả 
'Z. Ta có -L = [km | k€ Z| và 82 =lin |! € Z2 
Nến s—=[tm; ] là bội chung qhỏ, nhất của m vàn Thị 
Tố *g GOM lPas |p<€ Z|-...: kết Diện DI rẻ 
8. Giả sử mỗi Ái, ï = 1/2 # đều chứa. "một (áp Ki 
_j + ¡ nào đó, thế thị chẳng lại. Ai Si Ái, Ái Đ hm j.Ý 
“i5 có chuỗi giảm Ái di DĐ: 4; a  s« ho : 
tập B chỉ có n phần tử nền töng chuẫï đở- tồi tại. 
hai, kiện số L.* Bị sAỏ cho z1;  441¡ và ải Đ Át, nghĩa _ dàn 


4° ĐÁ, trải với giả thiết 8 có z« phần tứ. in ng 
LVØ: Giả. sử * < “—— ,Vvà 4! € rÐ m Ta chứng tình, 
hột .H€ỚA“ x6 


“văng tồn: tại một tập con šŸ C I,H € % Sao. cho với. Tnọi. 
xỄ e2, dạ sò #;:€ Đx: Vị _C: s.. thêm + €: PN: `với-anọi‹ 
ch, HS. '. ¬ xử, vết Xi 
£ gẺ Đøc đỏ tồn tại l€ l sao so” ®€ ` C si nr cN 
án sử đã tồn tại ằ lạ «-. v7) € Ï sao cho tˆ ˆ- Tế vn 
_£# sà, TA Xị, 1° `. Lấy H cø®‹ sao cho ; : 


H 2 Tu tạ «e Tu nI =# ( < 


cũng tồn tại H qhự vậy). Theo giả thiết ¡ xe Dạ; ly đ$ Tần: : 
clại 1x €-H sao-cho œ € Xúc - Vậy &: Xi AsvA và : 


c?2: 


đỏ ¿ « € Qui trong đó: H= —_" kín: lạ. .... „ kÌ < ơn: k* , 2 IÊT v2n£ 


h4 


SẾ nền bào giới, : 


` .^ n 1 * kề “ 
ÿ,uếu Ä < TH P„ C.:. v2, Qg- 
xế Đa 2y lu Xế:  ĐC2 2242 — } ¿2 “| - ° 
g1 S0 xôn xin sea) 
Si e1 St 201 +} ^A:TS< Su h2 2 VUư na Tơ 
á. SỬ. „Y ÉcT —— và à'€sC lQy. 
TH N04 nh các và đệ Gà 0N C AT 
TT Su RE TQ c can 22502 2: TS 21g Tư 2 20 VÀ 
Lưằng + € Pụu:yới-mọi jj;€ Ớt-'¿-... 
Sử: 2 ae by SN nà Na at Sàn Ha $ng 
ca ý; giả: sử 'Hr ›=.j vi Tp c?: Và nh. no. 
nu — <ø sé Sưê X.... s_ = N. : v va _ óc -_Ằ ` 
2Ì 2915 1E +] ẻư "H ` H lẢ sử ï, se Hy 
SN T0 2n Tá S00) WếG 5 Kẽ: cổ, 8 X. SE 
\XỆx 120 2MlÔNG he TRE. , : : 
đc để ph  N, - TS nh tia : SE) xử È Ec: su =2 


Lộ HH 163 còn: T9 si yên 
J5A10, 2). Giả: sử (đ,'b ›Y -=. _ (ầy 1 The thì tôn: Lại : m rẻ v Sa. 
_šcho (4; Xó) €‹; (c;'b}.€ 3+. hệ thức. cuối-.lại suy ra 
stồn tại ¡.đ € 4 sao.cho (c.. .đ) = eyầ (đ, b) €'+.-. —.. - 
Từ, Œ, K€) € z và (c, sàn G&§ —” ra (az+đ) € ¿8 và lử 
c8, độ €zỆ và (d, bŸ € + suy ra (q, bÙ}-£€ (zB)y- Vậy 
-:z(R } C (z8)y, Bao hán thứ ngược lại cũng chủ ng minh 
> tuơ tụ. - s. : 
 xi⁄¡e) Ta. có (4, Dàn 1) Œn 6) @ z—! 4.2 ' uy ©,.. 
Ấh Đr -8) ® <.~ (ớy n} €.e + (0) € Lông Mã dai 
SẺ Mỹ Q1) << G) ch 6 t4 cực Quên Ko 
+: ”*#) Giả sử (œ,'53 € + @œ , v YẾ, Thế thì tồn tạï %= ' êy 
:gao cho (œ, c) € œ và (c, b) €-B8 v/ y, nghĩa là CC, bỳ G 3 
„hoặc (c. b) € y. Tủ đó suy ïa (đ “ = “ hoặc ke: b)€ €zxr 
; nghĩa là (a ö) < 4B X2 #1: 'hAnG- 


Sš: Đđo lại, giả. sử (& Lộ) © œ8. \/ sr, nghĩa, lÑ Xác sye €6 zô 
“ “hoặc, (œ,b) € . Nếu (œ. b) € z8„ thi:tỒn tại ơ 6 4sao 
me (á, c), 6€ zvà sứ? b). < §. do đỡ (, b)< ô, v Tz và ta 
b -Jạf được ({a, b) € (8  y}. Trường 'hợp (œ,. b) € ⁄y 
: -- chứng minh tương Lự. Vậy z( + )= zộ V r- 


Hệ HữaC, Xu, đe đó xe 


Tả bèn ví (Hị sau đẩy can tô z\(o /+ tộ —..... : 
Ly A —= Íqd. b. c, đị, x== [(. b). (œ, c)|, 8= {(b, d){.- 
“c_— "1C KD: Thể thì 8. lA Y' =6. +8 —= .r =' lu đM+ 
- Ví qy sŒ. ^ T) =ó. ==.zÐ. ^. “ỹ = .( (đị- Sccc Đàn 2C 

"Chủ: Ỷ “rằng "ta luôn. luôn. có "⁄(8- ^ ) Ca9- la\ *T:. hung 

-112:3).Cở, b): .C.ø Z1 skhi” VÀ, chỉ khi lồn tại: số thự nhiên œ 
ã C,. sà-€C: z và Xa b)” &: «;: Đề An dai dì v nh. vậy” tt tố? 
_yà đủ là œ+E1< .„Ồ: Xây? he _ ““. 


v 


Z8 Œ. b) € #2 -a+1<¿h. 
-( È).€ s2 ta E-2 < bu, 


:Tương tực & Đ} = Z8: khi và chỉ khi tồn tại + gỉ Ñ dễ. : 


(4a, >)€ z và: (+, "ỳ Ð— :Bˆ -Điều ĐÀN, Này | rñ. khi VÀ chỉ khi; 
“tồn tại z €. `N đề >> max(a, bộ. Lee 
Tương tự œ b)'€Bz "khi và chỉ Khi tốn tại le N để: 
. < mỉnCø, b). - va. VGo 
bộ Ta thấy z7! == 8 (xem cầu trên), đo đến zz"h°= 2ổ- 
1 Từ câu a), ta hếy z8 = SN: 


12, a)Giả sử có t* 8 và («, bỳ)£ +~*!. Thể thí (b, ò = & 


đo độ (03 +) G B và (4; ò) € 8ˆ}.ˆ 
Những mệnh đề: còn lại chưng minh tương tự, 


.b). Trước hết từ% Œ “ >. tà suy. raxz=ơ"! vÏ heo câu „ 


a)«? Ki y =:= Dạ đỏ tử 2 c*« ta sửy ra. 
CÓ ï ch !— — —..ˆ “ 
và 


L 


.nghĩn là -.:C z„5 _ —_.. „ `: 


š " 


^e) Theo-câu A) từ sạ , (GOỀ, - "sài ra sức FuƯYỆC sản ”. ng 2 


đo đó «~! Ca; và vì Vậy «~ =a. Bây" giữ tử điều kiện. 


x1 C- -# SUY tA ‹ a* _= œ. 


- 


* - 


, 


;398. S4 /EÊN: :{G, 1) tạ Đ: Cứ Lào Xã: d): Q: 5), .8)}. 
no-đó ¿ ị St ti» 
Tây gg^1 He, lŒ 1y 'd.1).;Œ 2)-: œ số: œ Đ): G $ộ: 
C6; K3) @. 6); (6: 5), {6,6 E5 NN Ni 


„ b) «=1 m=Í Ịc. 1y 4 2); 8; j8): xã, ` @ ®. 'G/6]. 
đo «ử : : 


Sraz~# = [Ö, 1, @ s), @ 3). q 4) Œ, 5) (6, bị Xc: 


Nhu vậy zz~!xz=a¿ - tương-tự 88~ lạ XS . 


“34, Các lới ghép của 4, theo quan : hệ: œ là [0.: 1j. % 
10. 2Ì còn: các len ghép TT tủ theo: nuạn “hệ ra là [a: BỊ 
|aÌ và ị.' - r tà 2 G `” % 


Ö„ 18. a) Với. moi Ì xuan hệ =- © 14» x.. lv ' giờ cũng _ Ở., 
œ C œa la; hẻn « là một hàm kéj? ki và chỉ khi 2z “lố=__. 


-b»> Giả ¡ sử cúc lớp ghép khác nhau của 4 t`*eo quan hệ 
« không giao nhau Lừng đỏi mội; và (a, b) € 2zz~!x. “Thể 
thì tồn tại á § < Š. Ùy:€ sao cho ' (ai, b,)€ - Còy, 
tà < c~” ' (ổn; b) € a. Vì &n <c ba”, an. é k t nẻ¡1 
ba” = hợ~ 1, Như ng_ 6 € Ð¡a~1; vì:vậày*d '€ bx~ ', nghĩa 
là {a,:b) € ào. ky K .~.œ~ )a c s. : Z Á hột, hàm kép I từ. _ì 
tồi ÿ- ng hờ ÊR, Hn nữ ộ SN 

: Đối, với cẢc` lấp thác của "8: “theo quan. hệ z1. chứng 
minh tương ¿li m Ÿ “. Phự 

.Ẩ©) Giả sử 4 C— -\, B là. một hãm? kéjp tử -1 tới: Đ, và 
giả sử đöi với cúc phần: tử (, đt < +41 lt có qe “= - 
Thể thì tồn tại by€:P sao cho (4, 'b¡) = x. đụ, by) Cờ. 
Nếu b € a¡zLhi ta, b) £ z. Từ (, bị)ỳC %, (DI, +.» €«~! 
và (4, b).C.s shy ta (d,Ð) € s2 J4, VÀ VÍ szÍ« CC 8 Tic, 
(á, .b}'€ œz nghĩa. là Ð Œ-d“.: Vậy. .—¡«' C.#ø. Tư nể: .fựư ta 
cũng! chứng mini: được. k2 hàm _= ngược - lại, do” đó 


“ 


dý/k mm, g+z. 


16, Suy từ bài lập 15. TH 


=4 107/O-rang |(G,'0), (V7, 2)J;€- z,và neu. Nho `} 


~ * 


“tê đ)ị &€&ztuï 1Œ: dì: (a, b)] &€z. bà Thi z VỆ 


* 


HE Sẽ sử {Œ, “b),: *;: đ)j € L 'ˆC¿ .1), `, /)ì € z. Thế thì 
==¿bc. XS = de. Từ: đó. SUY, ra xám c “be nghĩa lá 1; b): 


...! ..x 
-œ V)) CS ng can lề hà kg TẦy oi nÂ cơ 
“by Mỗi lớp SỐ co À 'đW ông: của*A „z1 the tgiạn. -hẻ. tương 
“Ấ .* ..~ “% . ẤN: - , k 
“ayy z Lả chứa sặP đề: 5) thổ xớt E Phữu: lỂ: — có 'Ẻ- 
“+ M0 9" Z2 M .. ^: và có ` vT ch '# Ẫ TA ve .. ° xr Ä 


= 48: q). + .CC¡: h SP s VCE :Ả dù đỏ: SA: cx. A3 ấ Mặt khắc, 
Cz ¬-)ˆ Xằ vu A % *= *⁄ %A Giả xử tu; kờ, &x/wx? 
"vả Cò,, ;#) € < ;xưA8. Thế thì @, ò). = #, .Áq, bỳ <§ (b,c) = 
-Cœ„ e): c: 8 _H ÁP: th Eà, =- œ SG): vVÁ Ũ nha, dÀ 
V45: GIAN uốn Ho ök ca Pbio 20004 ĐEE2 Ma Hết 
~ -b} Giả” sử sự lã ThộU lớp Ẳ tưÐ ng Cong khao ( “ vã Cũ một. 
lớp trơng đươ ng theo 8 sao cho cE ccd: xù #3“ Cá 
Thế. thì: Lồn tại các: "phản tử ø €-? v€;b c LÀ GC và 
0ó €eC`ẻ2, mghĩa tà (ø, a) €z,(c, qỲ. <8; (, ứ) €-ð' và 
VẢ 4) € z. Các. cáp (b.' #) và (¿, £) Lhuộc + t2 B, nên: 
ĐỀU + la 8 là một quan hệ tương đương thì ta có (Ð, t)< 
c' œ.\⁄ É. "Như ng điều đó khóog xây ra: vi nến (0, c€ € z 
và (2, ga) € +. -thì (€,@) € + trái giả. thiết (€,.œ) € “', còn 
.nếều (ở, cỳ \ €8. và, nà, #9 = , thị li vn < B Lrái \ gIÃ. thiết: 
(bò, Œ) <c»#' vi ghi : l : 
Vậy nếu z2: 8 là một Mp` tưởng đương Lhi "với. mọi 
lớp trơng dtr ng, B theo z và môi lớp: tương đương £2 
theo 8'ta có 8 É € hoặc € CB hoặc 8.2 A C=$. ĐC TỐ 


bão lạÍ, giả sử cúc lớp tương đương. 'NY z và 8tbỏa mẫn: 
điều kiện đỏ, La chứng minh 2 x⁄'8 là một “quan hệ: trưng 
tung: Trước "hết xỗ rằng sẠCC k3 và (+ x3 Ko | 


=n `! ˆ°= xYxv B. Cuối cùng tieo bài TÙI.: QVỀ- seo 


- 


.K® ` 8) G2 8= 2% 2 ~BẦ„ Bz: ÿ B ~ " 
` VI ——-- V2 'B⁄ \Z B... ˆ ˆ 


-~ `. © 


.. 


Với: ¡giả thiết của bài toán ta có «B Cz 2.8 -. 
_ và Bø'C, z2 B, vậy, ớứ. ) 'B). lÔ `— B8) =xƯ B- 
` 19, a) Nếu z8 là- một quận, hệ. “hưởng: đương, thì số-bt 
='@8)~ L từ đó sẽ = PP .=' `. _8m- độ» 42£ Xề cưng _ : 
"¿Đảo lại, giả sử “ñ =, Ba..Vi S& ) « và. XE nền ¬ '& œ«ộ 
svà ạ.. CỔ «B. :Hơn nữa, (&E)7L<= B`1s ' tEnPg zp- Chõi \ 
. cùng (e8)? = = zâaB —= == '=«BB s = x àÐ: xèf kc đà 25 : 
_b} Tù s„C— «s s\ìV ra ANH lê„ œ3 hay P Ì = tÑ, và Tờ p 
suy ra ⁄£„ CC z8 hay. ¿ CC z8. Mặt khác, giả sử ø C + 
BCCT,+ là một 'quan hệ tượng đương, "và (q4, b) << z8. 
“Thế thi Lồn tại ở °,€. 4 sao chợ (4, c) <z, “Cễ, b) € cà do 
„đó: (a, Ấ) <&1+ vã Kn 4) c& Ắ. kéo. theo. .(œ; vo € +-..Vậy 


k _#P, = T- Bà ° 2 s . Ki co `. tí § = 
¬..x 22*4ng COIẾT. t° 2... < AT 
=) Suy: lừ đ và b„` VU VỀ Vài H3 VI VI ` 
:20, aỒ: Rõ ràng £¿ sẻ Bì và ấp" =ox nên mì cũ pợ viồ các Lũìhh 


chất đó. Giá sử Ca, b):€ pị› (b, È) € øị. Thế thì tồa tại 
các phần tử qụị› (Œ2.«« se» tín và Ö, Dạ, *.. xế Tiệc sao cho (œ, ty ) €s¿, 
by (ai, 74;)-C Pisse (đa_+› ca) c P\ (đa: b) < P_› Cb, b)€ pu-‹, 
“ban, c) € ø¡. Theo: định nghĩa. từ .củc —V/-SNNG đỏ ta suy ra 
cán ø) € TS tức Tà , D) < 1+ .IÊT: 
-B) Giả sử 7 là một gian. hệ. tưởng đường trên A Sảo ho 
“VC x.Thể thì 2; = p 61 V eà +. do đó 2Ÿ.C T" ==w 
x04. 1ioï'n =-1, 2,-:z: -nghĩa là ð}-C-+. -':%.,..-.- 
je) Rõ ràng s¿ Cx v2 6 và (2z 2 8)” = s~! Q .¬ 
. x4 £. ng điệu ‹ còn + chúng minh tương hự.cân đã 
»à. h)-- _ k ˆ “ 
RỤ 21. "Rö. 'yàNg s sẽ Œ ơ. kề Siếng mịnh: `? — ơ. Thật vây. 
giá sử Ca, b)€ cø. Thế, thi tồn tại các quan hệ s, 3 vi š s*6:ÿ 
¿ A. - 


%. ¡¡ thuộc bọ t<†# = TÌ s sáo chớ: ca” 'b) € 4 «, r" 


l>- + á tx.= 


“ 
- 


¬ 


Tiếu “định ì nghĩa, t ta cö (ba) € (3? 
Ề SÁU 1 22s... sixzrS.. : 


ca T ng su s, .. tết: “sử 
+ HUY S2 1h . saỆ HỆ  Ến nÀcuý 2 .-4g xe: 
d71a;-L=t g...... n= ơ. Cuối củi 
NA 4 VỆ Tên Vu, Thế các ch 
. ThS 6ˆ “29 —. tà m9 
SGŒ,.©).€C-g: Thế ,thÊ, -tồn” đại Zeae nhịn” 
-_ .* ` -^- 


: v* 2 5iv2 VÀ. Bị xăm) Đụ sao cho. lÓO ?) 
š 1 " 


:<Ð. x:Lựe đó ` ; HT SỔ, cà NGÃ 
Bị; b nh ‹ ›S “ . cua sIỆ ¿ vn hàng Tế 2 5 
cay: ơ là. một quan hệ: trong đường v và; rõ rằng ơ SUAo 


“ể (e1 692 Ƒ ` CC 
-*< ch. s..!“é 


_mới su CC J, cà... : gu : w 
¬ Nếu y là mội. quận: hệ tượng:6 đứ ong tì tiêu 3 So s mợi. c80/- 
.È€: ến thĩ¿T chứa. mọi "ch CÓ: thẻ : của: một: 'Số' 'hữƯ? bạn: tuc 

"¡.€ˆI (Cà: “do. đó chúa .hợp,-của, chúng. 'tửế dà ` cha. Hư). h 
Thật. .vậy,- cùi, cần xét-trưởng ` hợp, HAI, nhân tÑ: sịc = M : 


z4 CY + thi. “4T = T *#'— ==.Ye ”- `¬-* - 3 : Š 


22, ñ) œ không phải là một quan lế TƯ, Fadbe] trên n- 
-vi chẳng bạn er €E +: vời mọi % > 1, É#, +) ©.z.. 


b) Quan. hệ tương đương trên R sin] Ir*i œ là ... 2 
-Ên v f(x SG ru rà] +. >0, nguyên >> >1. tùy, ý] Ki 
ễ |. 11, +) >>. ñ nguyễn >3 U. tủy, Ÿ}- : 


¬-.- a)a, “không phái là mhộL quan hệ tường đương t trên”? 

©6(N) vì «~F@£ s. ma x.s.“.....c. 5S c5) 7a 
và Quan bệ tương đư 'ỰNG Ø— sinh bởi + ; là 2 “ai Ko” 
éu 4, .€ ©6(N) và ký hiệu s(4) là. lông cáo phần tử 

r: 4}- thì (A1, 8) <€ œ khí và chỉ khi x( 4)= = : s0). 


E Ẩ©) Theo cầu b) mỗi lớp, trơug đương Sối 6k theo .ø gồm tất. 
cả các tập con 4 vủa tập V mà s4) = Ä. Ta chứng ninh 
“„,hữu hạn. Vi mỗi tập 4 € %. có số phần tử << &, và 
với mọi số tự nhiền./t € ‹Ì ta có 2# < È, do, đó. số các phần: 
Lử trong lớp %4, không vượt quá 2È là SỐ ất Cá CÁC tấp 
co của mội tập có #& phần tử. ` .+ 


._NGS —.— c ~ LẺ S2 ng xx c2 HE y4 —- —s.^ cả Do T— 
... xã Sử 4.11 một Lập Có, Tin) L,pBẨn 1n vá. .. 

LẦN: “hột? hận Krx ` Y hiệt, c7 
he sẻ tất: Đã tí là ÁN, 'gồm. 


An VÊn LG Ti co 
ấy vắng? ;cŠ T1) Bói phần, ,lÉ vì sn 


3a: Chữa ‹ dc : Ð\ 


ử,C 
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xšyThâŸ Vậy" giả sử s& tiật -nột lưƠng đương bất:kÿ trên 2 
ã: P là lớp tượng đướng: thế»: chứa . Œ, #ến „Ð có'k: =phầr 
-'tử thì b'€: 2. Giả ì Sủ là' quận. hệ (ượnig đương: trên tật 
:.1!N. nà „các lớp: tương: đướng trùng với, các ÁP, tươb‡ 
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3ì Yòi @ € Đ¿;¿ sẽ lồn lại y€<tL sao cho “ = x“. thể. 
tỉ ta dặt SH) = 9/9. . ` 

\nằù xa- -, A đhưưưyi: xu định vÀ có ràng là cửn trên, của kự 
Theo bố đề Zsóc trong ® có phần tử tối đại, giả sử @ la 
một phần tử tối đại của ®, Đề kết thúc, ta chỉ cần chững 
“mình ÐĐ„, =_È. Nứu D„ ==. 2 thì tồn tại 1ì < z⁄/D.,. Lúc 
đó {a xây ựng nh ấy (6`, như ga: 2= f2,.LJ |BụJ,-và 
trêu Õ¿ thị @ =2. ngoài ra „h=ke với CÔ, 
nà. đó, ˆ : _ 

l3 rang se €!P và $ - ? lrả: vời tính lôi đại của 2. 

“ Tát tiên đẻ: coi dự) ra đị nức L Ztcrmtelo. 

tia Sử .\ là một Lập sắp th tự tốt. Với xiŠŸ c tt <. 4: tả 
ký hiệu ?,z=[v€ 4l # < a| và gọì là một đoạn của «4 
xắc định bởi H phẩtt tử +. NếM ứ là phu tử tối tiều -củ úa: -Ì 
thị: ?, z=$. 

(lấy giờ gii xử đã eo nuối tập 1í ty ở. Theo tiên Xđỹ 
chọn, trong môi tp con XV <e 4 của ta chọn mruộL phần. 
tứ 2(V), Ta gọi tHÓt Búp còn .Í của tập 3V là mi tứp coi: : 
tới. prểu nó được sắp Thứ tự tốt saa cha vớt mọi ứ € 2Í ta 
có Ø@t .*z ¿(1 :JĐ2,V, Các dập con tốt của 3M 1ồn. tại : thẳng 
ham Lũpnxsao chỉ đồm một piuần tử s(3/}. 

tiiả sử -{Í và Ø là hai tập con tốt cứu Àf. thế thi A, và 
/? đầu cớ pin tử2bé nhất là 2(1/), do đó chúng có những 
thoạn hoiệc rằng trung "nhau, NếuỆC là hựy của tất cả các. 
đoạt tràng nhau của -{ và /2 thì ễt nũng là một đoạn của 
đ. và và Đụ doạ,Lrụng, nhàu lớn nhất của chủ nữ. Nếu 
Cai 4 ví ge Bị rLhiTtheo? định) 'nghĩa jcủa tập còn tốt, 
C = f¿, trong đỏ c := q@(MN C).: Lúc đó Ávà Ö có chung 
nốt đoạn 'Œ =€ LJ Jé} lén hơn đoan € trải vời định 
nghĩa cửa đoạn €,. Vậy một trau„- hai. 'ập con, tốt Á và 7Ø, 
là mọt-đoan của tập Kia. 'fùt đô suy ra rẵng hợp Lcäa tất. 
XÃ Các tAb coa tốt của” tấp -V cũng là một- tập. cón tốt.. 
Khi vậy aều các Tphần tử “-<. thuộc cặủ tập dọn. tốt. 
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;tự tốt, ` v mọi chuỗi giảm: các: phần" 'từ của" được chứo 
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-Cuối cũng... nếu ¿ = + thì Œ đườ ˆ chứa trong rót tập 
con tốt .Í nào đỏ và xúc định trong ‹Ÿ và ¿, ng, Khôi 
'đoặn , và œ —w(M P,)Vâv £ là một tấp còn tốt của 3Z. 


:Nếu: 4; kx s$/ thi tương tự . trên tự lại thầu được thôi tả, 
“coq Tốt cúa :Ö# Tớn, hơu: #2 -bằng cách: ghép thêm “vào 2¿ 
phiin tứ „(3 #) và coi phần tr, dÓ, đớn hon moi phần 
:tứ- của /2,:điều dày mẫu thuẫn *với định nghĩa CĐ ó. 
Ỳ Ñ8wÈ /,= 3ƒ và 3ƒ sắp thứ tự tốt. « “ai.” 


Từ Min LỤ Zcrrtelo sử) Pđ bồ (Lẻ #oức. 


01A wứ trên ®rrột lập 3ƒ đã cho miột quan hệ thứ tự 
sao lo mỌÍ Là. côn sắp: thứ tr toàn phần cúi MỂ đều có. 
cần trên, (Ứa :ìtng tmììnlhi. tấ tụ. Xxửi muội thốn tú qọ Œ để 
tôn tại, một phần, tứ tối đại mn€ 3ƒ sga cha ¿ x, 212 

"Theo tịnh: lx. #eriwwlee- trên Má ĐÓ một quan. hộ thứ lít 

= (nói chung khác với <} sao cho với quan Hệ —: thị 3Z 
lá nữệL tập sấu thứ tự tốt. THỂ thị ta só hệ phân loại 
cúc phần tử của tập, 3ƒ ra hai loại, loại ï và louai 2, của 
yảào nguyên Tý quy nạp siêu iritn (xem ]hiải tập #27) nh Si: 
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'ó Nếu ở € Af là biốt phần tử tối tiêu "thi thuộc log? 3 
nếu  ?>»(, ˆ Khu, loại 2 (rong các trưởng hợp khác. tii_ 
xử ta đã phân loại được”, toi phần tự c—e xao cÍt), v 
thuộc loại L.nểu f` Ø0 và c” Đo ° mọi phầu tử thước lơại 1` 
đi có. và c' thuộc loai 3 2 trọng, CC trường lợp khác, Thể 
thí phần tứ c s# được xếp vào loại 'Í nếu 6 7x ở và c.ài 
moi phin tứ đã thước loại 1, và e thuộc [oä{ 9 rong FÁC 


trường bựp kibảc. Như vậy theo nạuyên lý quy nạp siệu 
hạn tít prhhân loaen được mọi phần tư thuốc tập ./. 3c XI 
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lây giữ ta ký hiệu: lạ tấp moi phầu tử thước. loại la. 
thể thì Ð với quan hệ < Tài một tỉ M) Sắp thứ tự. toàn phần, 
_vÍ với dụ, dạ € Ð ta có hoặc dị C dạy hoặc d, ` = dị, “khi 
đó Hiếo định Sghĩa của các phần tứ loại †-ta` cổ tương 
ứng hoặc dụ XS d; hoặc đạ ‹C dị. Pheo giá thiết 2 có cận 
trên là mm đào đó, Pa có Am *> œvà m là phần.tử tối đại 
tủa ÄMẾ Vị HẾU có ứ@ 3s m (hị H33 tuoi pH: tử thuôc loạt 
† nền theo cách xây dựng các phần tử loại ] ¡a có d€ 2, 
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tức lậ ft ‹XÝ n. mau thuần ! % , XÃ. \ 


»9, a) Nếu # là lấp sắp Lhử tự tối thị chi cần lấy :1 = #, 
 = ¿. Öi® sử Lồn tại những tập con của không. chứa. 
pháo, tt bề - nấu, TL 2 là hợp của Fãt cá các tải còn 

tua £ không œ trưa phần: lứ b»ẻ-niyät.. Thể ti rõ ràng zÍ —= 
#N H là niột Lắp sp thứ tự ĐỐI vị ynọi stấp côn cửa đều 
in, phân tử lẻ nhất, còn ở không chứa phần từ bề nhất, 
bì Ghẳằng bạu £ là tấp tất có các xố thục Xx U,.( là lập 
lất n các số tự nhiền. /2 => PS <l., Euáe VÌ lì tập tU cá 
tàu NÓ. chẩn + íl. /J ve: NÓ ..” . Da Ð 
_Ò..0, v jÑjö ràng Ä«« ÀX. vì với moi 6X, qs xŸ < bề. qiã 
sử. ‹Œ.1. và. Y«< X, nhấn. là với mọi 1€ X Lên “ CÝ 
*ao Cho (+. 7) <.m và với mọi ` € } lồn: "ản4 < X sao 
chà (¿ là ) € *z: Ta chứng mình À =- }, lấy 2€ x tồn 
tai ụ<Y đề (+; vŠ < z£ Vị Ÿ 4š X nén đối với ý € V đó 
lồn tài ®y < X đã LCTP #q) € z. Viz là một quan hệ tù tự 
tiê¡t (®.v) € z và (tr LQ€ + kéo theo (+. A,) € 2z. VIX 
là môi lắp cóa tự do nên cv = +, Hãy giữ Lử k®:› u) & œ 
và (ự., tt) €z suy tì #2 =1. nghĩa là t € Y. Vậy 3š X., 
“Tương: từ la cũng chứng mình được Ý CÀ, do đó XS—Y. 
Cuối cùng nếu L.# <4 và? «€6 £ thì rõ ràng xXk«:Z, 
b}ỳàNếu X, Y € cj và XeŒ Y thị # œ= Ỳ vị với I1oi ø <x 
tồa lại ụ€ Y để ( (4: U) £ + cụ. thể là lấy Ụ =- #. 


`0) Giả ữ tạp #2 vài quan " thứ, tự. x là một Läp sa: 
hứ tư toàn: phiin.. Thế thị taỗi tấp ` X ` cố chỉ göïza trỏ! 
shần tủ; dụ đó. nếu XS {dÌ, Xeiil thị %. = nà nếu kệ Xe 

+ và Ÿ <* nếu É. (¿).. 6 š.:. N. bên sUIÊ : 
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: È Đqù: lạt nếu _cÝÍ, với qitan Hệ thứ. tục xử 'ñu, một tấu sáu thứ 
 toài phần: Với +; b € -E cáu tâp- {ah r†b[ 14 những tận 
an tự tho nên là những phiển tử của: tập <Ý, do đó nếu 
tui S: dđø? thi (Œ, ö) €© « cỏ n<ẻu [2| -< lai ti (b, t;*C +. 

lạ: nỒ phần tử bé nhất của đản đây đủ. Ác tnhínÏr tÁ nể - 
4+ côn phần tứ lớn: nhĩất là su) Ả. cắt 


"b3 Với mọi t: tị con € cửa tạp Œ(), thị Sự S“ẲŒ bênh, l 


cơc. củi mọi tập, con, titaôG+ 7, :còn.. tUỆ: Ea chính: là iao 
:I4 tội tập: con, thuộc €Zˆ- - -'. sổ vở , = 


SG) Theo câu a), X không phải là chột - 'đà¡š”đãy đ ví 
không cffra phầu: tứ kến ah5 — 


s3, Gia sứ 2ð tá tột tập “Ã của tập cj các qua hệ 
tương đứng (rên Lắp f. Thể thị iaä£ 2 chính là - lay 
tất có các quan hệ tương đương thuộc 29; côn súp 22 chính 
là quacheẻ tương đượng bé nhất trêu £ chứa các qua 
lệ thuộc . theo bài 31 đó chính là hợp ở của tất cả các. 
tích có thể cúa một số hữu thận" quan hệ thuộc 2: 
+ 35%, a) (ii xử Ø z- ¿ là một: tp cón của 4: Ta chứng 
trïnh tồn tại su) f. Trong. -V Lồn Lại, những phần tử e 
xao Cho £ ~xÙ với mọi Ò. < Ø8. chẳng hạn phần tử đới. 
Š ChP “moi tốp Ả (tốn tiưi tỈ: có giá thiết). Giá sử Ở tà tân, 
Ề phấn tứ e đó Và đ—=iunE € (tồn tại theo Hình 
iEÙ. Tụ chứng 'auỉnh dd = súp Ø,. Nếu b € Ø thí b:CC 
y£ mọi © € €; do đỏ 6 <&c d, Miật khác nếu e >> 6 với noi 
b«<8 thị « "€ C, lu độ 6 Íc: 2S... cuc so 
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-„b) Chứng mưính tr rong tự: GẦ 4). - cọ: n 
Ö_,Š& AÀ% Với ðÒ6 4o “thì fnF Íớ, bị: “Hà tÓC chưng. lớn 
Nhất cua ở và Ù, còi sep ni bị tà bội chung nhỏ tưuất, 
tim @ về f tì : _ 


b) Êếu œ «& & thị inƒ Ƒứ, bị}: =: 4, su) li ý = Òð. 
tà Nếu a-vã ð là hai qìhần -tử tối đại và-d =;<. „h Thị 


Up |“; bị 3>» «œ và x"Ụ lơ, sử 3 b trái với Lính tối: :đại' 
của @ sử .E. “ca 2 _ 


36. 1Ù Giả sử ứ aa.€ 'Á, v-) s.. (ta. “Thế th /GH)= ¬ -áe) _ 
ra đô ø(ƒ@a1 -+ Dán: Lức là (0) =— c(22)., 
_ bì) Với € € C tön tại Ð € 2 sao cho  (h\ c= C. MĨ là 


tần, ảnh nên tổn thi œ Œ +4 sao.cho Ƒƒ/C2Ÿ= ¿,(7hữ thị 


trỆt1) == Q/) (z) =- uÍ /(0)} = ¿Ữ"*) z xẻ %. 


) tiếu Lớan tại đy, “vu € 2Â. tí; =£: đa tà /(e; )ì—ƒ(cz2} thì 
z(#¡)= (9ƒ) (2)= đl/(13]<= 9704) 73014) =Gn)- 


: _Ì} »x£u „Cf?) +- đ thí s(4) = (uƒ) (Ä} = uứC Bi = 
— (7) s* C nên + không phải là töäin định, 


36. (a) = (Ù). Vị „:/À —= Ö tà mội song ủnh nên vời 
môi Ð € Ø8 chỉ có mọi ¿ @€ `1 đề. (by € x, tức (h, ) = xã 
Vậy +~ là tới ảnh xự từ 7? tời ¿ —”v Ỉ 
(bì) = (c). La cỏ (ở, ứœy} € ' khi và cụt hi Lồn tại 
Ù €£ / san PS, (œ.x⁄2) € + xã à' CÔ, Đ, =  Th !¡ Nhưng 4rr 
(b, n) € «”} và (h, ứy) € +z-Ỷ suy ra ứđ==g vi s : -AN 


tnh xa từn đ tời +\, Vậy: xe “Le #¿ và do đỏ. “ h đa.° 


(c3 =— (a )ú. Ta chứng: mính” z là một ttnh : xu lừ Á tời , 
Vị xe”! = 6, nến với mài 2? €@ 4 Lồn tại Ð € 2) đề 
(sh) € «, Nền có 8, € Tỉ tà (HH, bị) CC « thì C?ị, 2Ù € v , 


từ do cúng với (+. b)€ “+ suy ra (h,, h) €C #3 == tn, dO. 
dù bh =ÍnN..Lâw giữ điñ xử có Ca, b) € e,(H: ,Ù) € s. TH. 


thị (ø, ) € v và th: 6) €ớ! kếo eo Cá, mà: Lá. Kẻ 
lầy @@ 0y. Vậy e là mội đơn ánh, h 

'Q hối cội: “¿2 vì œ*g — Fu trẻ n với j «Ằ 3 lồn ti ự < r⁄) dễ 
(h, 2) € v*? hay (ở, bộ € 2, nghĩa là «& là việt toàn): - ảnh, 


_#81. Tn šỶ hiệu Äf tù tập tất cả các đơn ảnh e lứ một tủy 
sấu: nào đồ củi 2t (voi lạ nh xác định củn! và kv Hiển 
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đà. Đạ>.tớt 2. Vị z Ề TẾ hoệm ở. kitác :còng tẻa cö:ràng 3 s= 
hi tuc tiạa IN ST =1. tiết tt có: [ c, b)Ị xà 3£). 


3T èù-lf tạ đứa xét “quan “hệ thứ tự -TàT "quầẦu liệ biú›” "hàng, 
tTa giứng tô-3/ có. phần tứ tối đại bằng các. đàng bỏ đề 
“uởu “đi sử .E 1l hột tấp? cụn. "sắp thứ tic k thâu “phần của 


tí, trưhĩa t: nuốt LYP vo: ;các đơn tình 2¡¿, £ € Ƒ sao cho với 
“se ,/C€ Í tà có*2(— g;¡ loặc q,ị Cựu KỶ hiệu 2 = \/ Su 
te f 
— 


lÑö (0 :nự 2( C 2 với toi ©€ Í, “2 chứng tỏ 2 lÀ cán trên 
của tập còn /Ƒ ta cần chữi nơ tỏ 2 € J3, Thật vẫy. giả sử Œị. 
b).< ?.(6¿.h) € z, thể thì Lồn tại ¿ ¡,j €1 đề (0,0) € gi và 
Ca. b)c €ø¡.-Vi # sắp thứ tư:toän phần nên chẳng ban. 
dội Crội, “le đó (ay, By € LIP (ạ. h)'€ 2i tất j: E M, XU 
Tả đị == 2. ương tự, nếu là ion, ) €2, 6y) € 2 LA cũng 
+. ` Dạ, Vậy ¿ € Ä3/. 1 


“Sỹ niệu @,„ lạ một phần Lứ tôi dai của . Nếu ĐÐạ, =: :\. 
thì + là một đơn ánh từ .[ tời 7, còn tiểu 3; l& nó! toàn 
= nệm , tức la 2,CÖ+.) = ? (hị ~‡ là mội đơn định tư 

? tới. .\: Gòn lại la xế eE tog là ghông Lc có đồng” thời 
Ð, si nh vũ 2,(Ð2„) == Ũ. Thật vậy, gÁ sử có ứ € .NÓ-, 
và 9 ‹£ /!`- «sa „(Đạa): [;úœ dỏ củ thiẩy trắng 2 5° ==%z%s J | (ad, 
b)|{ <. tẾ màu thun với tính tối dại của 2. â 


33, 'ÍAa tớ( cấc tài z^{€) =`. z1) = z(x*€)), 


P>= 11, ï.... ví ÁN ==- vực xÊ((2), 


ii đề si xạ 3% xác định như sáu: 

~. 4 - ˆ bh S ” Y _ ` ˆ 
J°'°. tt! E a, ` 
x(t l HỆ tạ. '.ˆ €6 ẢNŠ, 
M.. 0g - x..N 
¬. ra...“ z{ Ñ) nén Hát có: "= _ : 
C°% 4t, ˆ‹$ = [Ê /Y (` Xi Iz(3) “^^ z(1`SŠ . == £ 
Dĩ HP xay (se knÍc nướn %2 là don dnH trên Đuij tầa rõ: 


n¿w $Š vắt LỮN, ŸŠ và bó trị thuốc hài tp với nhau tượng 
Ứng 9Š Nã s1 5), nên Z là một đơn dnh, N h 

tiệ, khác 3 tà inọt Loàn ảnh Lứ 4 lén € ở +x1j xỉ - 
3+( 4) = =3 À2 #U N X) = € ý z3) v3(AN 5) = CƯ + lj= 


5 
+ 


3®, (dcít titT?ng tH†?Y+*ỈC ft Hnt. Dùng ;bãi tậu 38. 


(Giá sứ Ex có các đơa Anh + : Í 3œ Ø và MP r/ —~ Ad. 


1 CIU XÂY dựng ĐI ÒI sóng nh từ 4 tới /?, Vị ⁄ == 12 
là cột đơn ánh lừ cÁ tới 24, nên theo bài Lập 39, nếu lấy 
f¿ =z !Ƒ{ +) Á) thỉ € TC 19 4(2Ì; và tít có xong ảnH: 3 từ 
| tới B(.\) =: C ©7 =(:()== = V(M}. Nếu ký hiệu y :!'V(Db)—~Ð. 
là án: xạ TIƯƯỚC của ảnh xạ W: B~ +. 0n, T7. thị 

-+Ä là Nong ảnh” cầu tim, - : `... 
ch trứng. từnh Lhứt hơi, () ch mình: rực. -tiếp „ b NÀ 


2 Có x zx« MP2 3% là muội den nh từ AÁ tới A4. Đặt ¿2Ì '— 4,. 
= TÊN, 3. “f4 phiền có thể giá thiết 4y s‡ 214. Tiệp heo - 


xã 


đu e< ri .*#}. Ex- - Về ước và 2 =z ác. 
: ' ¬ ¡=1 
li tang L£ tô sl& = su ¬ ‹z —>»= VẤ( ˆ - 
=-: Ì} v § s: (4z >` Äz¡„¡21 J ‡ tử j (.\z¡_;:Š4zj)]|, 
ký IRrŨ -- = 
cÑy =— f* v ị b, § cÂ£t 2z se atxa) `“ Ỉ `⁄ “na ..)' 
.° ` tr s ®.=*::.# @: : : z1 ¡ 


xà ©@:t lăn trong | treii hóp dt vữ phối kÍ:ó:? iA giao nhau. 
"từng đôi miốt, ˆ - . T 
Ví 2(.\zt SN. 1g; ¿¡) =: 2v xỷàN nếu: ta x 1h - lập Nuôi 
đang ánh Ô từ ¿Í lên bac như Sau ˆ ẤN 
h `. nếu 4 << D tot ìc-.U €. ` — =— 1, _= : 
0(:c) Sổ ¿ x3 : màng 
% d3 nếu Sẽ: — c3 c ` Xệ . =—~. -, l. - Ty kiSE, 1 `. 


32; £  MỆT!B là só:i#z tt cần tìm tự Á tới 3.-. ? 
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_, $0. na). Nếu + € AÁ A.Ø thì ZACC) == Zpt) = !;¿ có đủ 

x¿Œ) %s(%} =1: Nếu. T.e.1 ⁄A ĐŸthi + 6 3\ hoặc x € /, 

‹de. đó - .*“ 2) xaCt) =0. Vậy: #,A nÉ) = /A( +) ZuÉ+}, 

` shỳ "Giả sử + € E4 x¿/ c Thế: -thí có ba, Ì chả năng: ˆ Nho 
-I}.& A. và . -lúc đó, #a(x+) =x1, #n(£) == tì ) | 

"5 # La + và “tr.€ <1”; đủc siá K\C+) — !Ì, 1u 1.” 
) + -€: .t và *€ lt, lủc đó Zv+) = X6 +'== L. 


vŸ VI EE ụ. cả sát ba Khả nàng tu đều cóc 
s-., #aC£) + ZnCE} Xe) #nGÒ =1, 
2 Yến, % € ‹ÄẴ. © „thi + : ä vất do đó 
Ckog nh, tGỲ: +: LỆ ng t0) XaAÿ =0: 


vậy: 'Ša, ^J /n€t) = r 29“ #a(v)—⁄A(%) # n(+}- 
SẢ Nếu # €:1N thiết €-A và ở $ 7, do đó 


“ F ZaŒ)( Í —#⁄st+){ = !. 
XEU w% AÄ` c1} thí £ €Ê.V hoặc ai € -Ý 2, Phong D1 hai 
trưt :+£ hị tới? la đều _ vể - x “ 


cˆ ts~ ., 1) #4) Wf= Xa@)] = 1% 
+1. a) Giíá sử (Ôn) = /0nt'). Thẻ thể › - s 
F.¬ ĐP i1 — Em) =.n — E(ưn). ` 
tiến” — m): ¬..... } — E(œn}. 


- là rOIỘI sỐ 
J!` — 1l xa 


hù ct trái sia thiết, _ rtV /#(mỳ =0 } Yếo lÍireo tì == 70 §:.. 
(ức; tà ƒ là mìỏt đun án hệ, t 
b) Giá sử LÊ lạ € /Œ) rắc giấc sử #i < tức ta có 


: t — È: jY ˆ 
Nếu mì — mi 0 thị ä=: c0) = 2002) 


: #yS& == du, — J#Ê(: xây J¿ = đi12.——.: 4tr2) to siú ` 


TT. d(m„ — 0v) — 1£Cmx3) — f (¿in „)Ì. 


He tịa —- Hà nắm li: doạn c, 1!,<1ò đỏ ÍZ(e+1?4; =— đu: 8/7 v) 
là xế: nưuvêun lớn "nhất bẻ "hụn lắc bằng nứng —.1¡), 


C0 v PS can II La : 


‹ 
*z 


(2{il(It>- — "mụy)} = -E(aiz), -— #(: H1: }: Tân đó “"g số 


+ 


tt ^ — —:U¡ => = .Ñ(rrty =— L# uỂ: " -:FUGn —m)]= .,ƒ(ng =— tà): 
` : 


~~~, - `„ =*~ ~ .` 


"S Vậy ¡ ng 1:€f(Z).. ... “. - 
- #3) Nếu. dơan (0. #] không ¿ cittt phin LÚt sao: thước 1Œ 
LtứMGheứ cầu bộ hiệu của hai phát tự, bit kỳ thuậu ' 
sẻ dâu đươa £. [Lúc đó tập C2) chư trong t t3: ki TỊ w 
¡8 chứa nốt số hữu hạn pitìn (ứ ià điều Kháng THỂ kiước 
ví tập, £s vỏ hạn mà 1 ä một đơn, ảnh. 


VỆ £# vò tỶ tiến rún) s¿ (¡do đỏ Là có thể xâY hi 'wiệt 
- đầy vô Hạn phần tức [ứn) nấm Lư: ang đoạn £Ù: #} nh sat 
: Pa dã chữ, nạ Lở {U, siểhg ta ÍLnHấU một phần: tứ J,Š/7Œ⁄. 
tiiỗ sử h .đã Lim được aä hân tứ ức... yc¡0, 51^/0Z>.. 
"thế lí ta chụn xố #y < Ụi. = 1: .... t (chọn, (đợi ví: 
Ơi /¡ ` .- Đ), Ta biểU đoạn [D, ev{ chứa: ít ahất một nhìn 
tự a.:€/): nào EHea các " xảw dụng đỏ at: —¬ 1. 
SẼ SE lì sá., đấu : ⁄ 4 \ 
đu KẾ hiện »ị tà XỔ uvên + sao chó ƒ(q)<=!0, ga}. vỏn 
X ta xổ ngưyên ứng), Thị LA có lÌ sĩ” aự — @ ví va đó 


. 


“ác , vn 
' LỆ: TẾ. LÀN... 
li>.-Ê hệ: % 
_* Iai : 


+ 
.-“ 


[liav thể 7 và # bởi ĐT Y4. —1 tiểu ciìn. ta vẽ (8e kế! 
tia gia chứng mình, | ..” 

+3; nộ. Ta < 'hững tư”ứnhi bã quy nạp then 010 rổng có 
ảnh xịt ĐH Lập, # tÒ ?? phần. từ tởi Lqi?- Ƒ` củ tr phần tứ. 
Ñếu øt = L thị La có ảnh xa từ 8 tớ ứng với 2 ảnh, 
cháu .".. thuộc #` cua phiin ' dữ dủy liệt jÍm: òc “. 


-# ta đã chứng min: so mọi tập gồm øn — Í phần cưa vịt 


_ — l€ 


di N?£ tm> [du tạ. se... tuy» "Fb£, thí ? == 8.vfx 


Z7 Sm [Hạo cé< đa cÿy, Pa m= |mÌ: Anh'xa 1: “E—-Ƒ đượu xúc 
định iới những cái thủ Tp /¡ và ƒz của nó trên đị và 
/„ tương: tỨng: hơn nữa hai cặn khát nhau is f2) v3 
(ƒ /3):ứng, với các ảnh xạ ƒ và /ƒ` khác nhau, 2o dẻ xố 
cứcstul: xạ Lừ £ tới f' bằng xố củc cặp Khác.nhau tƒ (s at 
số này Tổng lịch của số cúc anh xát từ ¡ tới /ˆ nhận với 
NẾ các ttnh sa lừ 2; tòi /, tức lạt bà ti tít LÊ Ví m= V1 


+ 


3> No vz tiến cùnh tử /21ới UP thị rõ tt : iid có HI Š 1ì, 
1a VN: tưnh tr_ng (qux nạp theo HT rắn số tác đơn ¿ánh 
tứ 2 trí bằng Hiện —-L) c: (ad — đẻ 1). Xu -rn == I 
thí điều đó đà hiểu nhiền:, Giả xtr la đã chứng mình clo 
c7 hựta lô im H„”—T phín tử. Giả sử #=— HS 
đa... Hy SE Eì LJ bẹ. trong đó E¡= jG@( 5s. im „ gà: 
bốn Tan uy š CÚ thầu Hepy của nội đơn ảnh /: E—=? trêu 
đc Đà ngột đcvn ¿nh tứ Œ2¡ tới / 3, và Iheo gia thiểi quk ang 
SẼ "CC thơ ( ảnh ƒ,dỏo: bằng @Œ n — Ì} .« Lữ => tr 3). 
Như vê môi /\ -đỏ tình” Z(đa) của ppiẩn Lử dư võ thẻ 
giọt, tấy, Ý trong láp £Œ`, Ji) \cC lạ rong: lập ;Öm 
#t— (tị — ÏÌ}ì phần: tứ,. Vậy nổi ƒ, ứng với ? — (" — Ì¡ 
đớn f¿h j7 Khúc nhau và các anh xa Ƒ ¿ khắc nhtU ra với 
vức ni: xe £ RKirệC nhàn: đo đó số diưn janh từ kh iới 


._—_ 


s+ ˆ * ˆ 4:4 * * ` 
bu - »°;„ « ` ./ ° + ` - h 


= 


uí. ~= EY... ("=— ném — 29v(f£ — nr¬— 1) 


+3. A) _~ / €l\lont (2, 22) 1á đạt tượng Ứng vời họ 


U(2))x€i.- /txz)€££f. hư vậy ta lập tỉtưực miột đình xí 2: 
tien (2#) — FF,- Nếu ƒf#¡z>=f¿ Lí tôn tại í nhất muội 
*z € # seo cho /ị(2) *hf¿ (z}.. do -đÓ họ - Œ l(<))~ &t 


kiret bo (7‡z))x€t: ‹ Vay + là nuột đơn ảnh. 


/ x® se -- „...« *« * h 

- tt khc với môi họ (2«7„ cúc nha tŒ .UU€ /ˆ tôn 
<=[: 

tri tbÓI đính và £ š l6»? xi vìa ZYÍsỹ = s2 Mới tôi ng 


-* * x 
vu 2 ĐỀ: 6j9SÀ( {fslcV 22041, é 


LẦU 


tỳ (ïá stt ` gom hai:phúan tử Đ và 1, Ea. lap | tịnh xi !ÿ 
lử lâu !2( 3 lới Lập IlontCE, /`) “nhụ Si: XớI, "na 
core ¿0€ É tấy (4) lá hàm đắc, Lcưngr “#4 cựa, tập z\z Nếu: 
ìoc® ác E, 'A:+.0 (hi “rõ rằng Zx s2 nếu VI anót,. 


đực lánh, ,Mặ ít khác với: niÒi, ƒcgfn œŒ: đu 4 Xét đập. cot ¬X 


gia ứ mớì ` nu Š _.- ==. 
* th. tu FÌ ÿ fXư sao 9Ÿ ° lực 2 >2 
: k BỘ. ) ă- L= “à / t) = tt 
Lí rỗ rằng £ == sát Vậy mg tà Đ1Qt toàn ảnh, .. &.”.- 


M¿ 


dXhưt vậy là một song ánh và 9971 lít “Non tnh cân tu 
tử ft fit ( Œ)tưi SA( Í:). Mj 3! + “. 2,75 
: c} Tueo bài 43 nếu # có: 3 pha tứ thí Hỏm (Ê: 'P) cô. 
J* phiìn tử: do đó theo, cầu b) ta có: 2(2) có 3®: phủ tử, . 


+‡: „ Nếu F>ht \ =j l7 thi lồn tại nỘC song án tử 
| Họ? A, t„1o tÌÓ 1y tủn tại thiết: đựn tunÌi tầ. 2À lớt Ø thị 
te, tần lat niềi đơn tịnh từ sìy trv: 2. -V IV quan hệ :{ dữ: 
thông phú thuốc việc chọn „1 và /, Hð rằng gia hệ sj 
tổ tHÍ: € mắt g3 xa và bác cầu. Từnh chít phần sối xứng: 
của guaa hờ ‹, súv từ bài tập 39, Vậy $¿ là miột quản lệ 
(Eiứt H, Hơn da đà MỐI quan hệ thứ tự toa phần ví theo 
bài 3T. với hai Ttâp +\( và / có íL nhất nốt trong hai lchá 
Hằng: Sau đây xây ra: có nộL đơn ảnh tử 4, tới Ð hoặc 
tt 090{ đựn tu: tử Ø tời -\, to đó hoc: ˆz.1.. ;: 1 hoặc 
[ 3... Ac: „ | 

hà Nếu dđụi Lương ứng ni pinìn Lớ «| với lập con 
tốt của bắp cŸ ĐH ta dược mựt dựn nh tức .Ý tới 224), + 
vậy ¡ .t ;~ + ' #224)? . Giai sứ lút tại taöt SH (Án /} tệ tử 
À tới 2(.{) và giả sự | | 


` 


- 


" x-= MẾ ct Ì lực hị 1 (E2) {. © : ẳ 


Am. TẾ tot ca LẬP -, tức là 3f£2(.U). Đa đỏ phải 
tì tại phẩn tứ mìc :( sao cho 2m) = Í, ta đí đến iuậu 
34:00: viễu ¿0€1/ thí ¡Sai › — lẾ, của nếu ứø‹Ẽ vắ thị 


« 


« 


+5. “) ti§ SP z ma A †1,. P =.!. In Th.=.. `... 


Ki: “ˆ 5 Mi Ị 
"#Fhể thị 4 s® =[4°|. xử “ị đe1, (=#): Xổ bac 4*x 4C| 
và sñ+ 1 ám. VÀ đt x : 


lê ° ” *ˆ - 
` _—_ . = ˆ - 
~- 3 - 


Tà sa # «c; xG ^+#&W 
Pa lập ánh xa £: ào La. như Xi? 


M: o2 6... P5 r P .# Ti s:- °®._- .#ưué 
Vớt Ứn<= L ;c€.¡:- thyỚn: #3) =: ƒ€ 4 C?*~ xế; định 
0t) S211 2 : . 


” , ru) << 'f xố: LIÊN #\Ế +, 
".."h , s ( /c(+) tiểu «“€&< .‹ 


Vi Đa = =àộ tết † là xắc định và ?* ƒœ hmiy là những 
củi tần ép của £ lrên 2 và Œ' lương ứng. 


s32» do với T118 cặp (fu› fc}) thi Fằ xác định dị thái xẻ 
nược lại r “ưa / đã cho thì /n- /¿ xác định siax Hút; 
nghĩự ít ⁄ÿ là môi song ảnh, xo 


*, 


~ 6 % - 
.^.—.h 


# + 


xã th Q1 =<k so  W | “ 


> tác -hủg thức. côn lại cũng chứng mnh Dương Hực “ 


"Mộ, Thọo, bài 43, tần li ong ảnh tứ Honv (l1, 2) tời 
-Z2(-13, rong đó lD tà tập có lai phần tức Ta biết 
lien CÀI, đ)-‹== Ụ^ lo , vàyv 72CÁ) |== 3* 'với 
“# —: th. - ca? : hy . . 


... 


__ t6, 8) Tắp P1 1š tấp hữu beợ=: v‡ Toà còn thiếu Si DỰ, 
qHhiất Cfia nó là tập rổng. Giá xử tảjp,⁄4 —= J1... &{? tà maệt 
tập hữu, bạn, Ta: xe; lập / = ƒ1, 2, se & +1]. (ïià sử có" 
- một ` ảnh h—Ð , Iroug đó € là môi tập cơn Ehire sự 
của . YL.I lì mọt Xóp hựu hạn và cái thu hẹp của ÿ trêu. 
sÀ cũ rấn. hh NẴÖL sang ảnh, nên ụh: tú tỜn Lại x€ .Ý đà ;@) 
`. Ẩ +”. sườn tì & + lct., mặt khác phải có + + 1)z- 
"ˆ<..` Ki U, tre xã x í 


nnNG= =Sc. "an ~ QE X¿ztfTf ? 


1 # rSỆ ha TT 


i N : (7) nể 'u p+*Š 
<ấ« “sợ D€Ø) < -# KẺ 
x : : H xeố tờ " Ð =% _~.- vi F hỐc - Thếa “ `% si 
dế tì í' là. thỘU” Song chïn: "VI ; gia Thiết, ;{, là nốt Tiếp 7 


PP S0 }ị 


hữu đan: Vậy >[1,„ Ê£ + lỊ: là nÏÖU tấp, hữu mào _ 


ty) (0: D ft + 1, nGÑ là một LAN, lu Ảnh: dữ. N N tới ủp 


s* 


si tị 1C XU CYH( tRỎ, ` «4z Si S ái, TT ệy c 
+) {ri Sứ ¿( lá mỏi lập vỏ hạn, Lấy HC phần : tủ ait<ad 

KHÍ sẫy = tu) +- ¿ vinếu trái lại thì -( lRñ mốt tập liữu. 

tạ, (ấy “(ia€ cÀI, thị .lạ = ¿4 “2.58 ? và lập. luận tUPNE 


.(Wø: tứ có- day 1e, t== i, lấy, sý¿”tiữc: "phần tứ”, khảo” nhau 
nủa , chính lá một là tụ con để An được của ‹\, S04 


"8£, TT ti ước hết, tạ chứng qnỉnh = 1? = Đ P 'heg định” 
nghn Hư è XxN | ¡. trong NNc Ñ là táp cúc số tự nhiền, 
+ 


vã phần (ứ cúat ÄN - ÄN có thể gấp thứ tự như xu: 


ạ, t5 CÁ 1) nếu ¿ -©ƒ=”ÂÑ + lhoặc —— j==Ẻ + ƑƒxÁ 
_Te tó C10.) < €f, [r<z7(1,0)- cá Mj .Át, lỊ-< (20) < ‹ 
cá < (0,2) )<:(3)< = ° k “ 
i3» đi trì có thể: đánh số tít Gà CÁC hầu tứ ‹ G1, tập Ñ' Nề, 


tih* 3 ta c lệ = cu ' T "ề.. , An 
Ƒ?® =[N}+2N |: =: VN: 4 .® 
eœ TY) 5:< › 


liế + bẳng quy nạp tt chứng đính được -:‡ 5 =: f2 


¬ ` 
Vi£Ằ it vớt tmiọt 07x 1; tạ có Su Q s.. 
. - .# - - 7 cẴĂ—_: tự. 
“s Ẵ†?s «&% 182Jv« L3 * N 1 =cĩ‹. ° 
-~..* Hi NÀI 5 | ỳ; = 
từ đÀ HC? ,  22Ƒ v L ri _ _E 
5 A3 hiệu Ñ là Lập cáo 'sỐ tức bực hhảt lN. = tú, đẹ3 4; 
vớt — — ƒU› —— 1, — Tag thị 4£ == `É.* & -eSẽ mài xiên đủ =1 JNNG 


NI: Giới KIN IS: ca - 2a = t1 2+ 


St c2 ke " TỔ. sẽ... 

Ồ c Ta đặt trong - từng xuỗi gõ hữu tỷ -—- € Q với sếp 
"1 %^ VẢ, ` ° + ` 4 ° 

Cơ, ớỳ €: 3: x.“: hã ràng đó Í môi đơn ảnh từ Q lời 2 > 32» 


_ du đó - Da. TW ẾN sxế 


.. Ý\*'. Ý m=——.—_`®<( 2Ÿ Ä 


.©Ò? =: l Z| lá >4 ¿. Q@+}. % § + = # Ị =c13* =x Ƒ.. 


Vày £, . #* ị xứ ‡ se gi: ø 
48. an) Giả sử + — | 4! Thea bằng 46. ï 
chứa muội tải còn, đểm 21 *G Đạt. Áa =. .3°-~Á¿. Thể thị 


*+ f2 =Ì 41+ SF. “= EiảiL# Ea; L+ c#, 
Öl0121 + e2 + =#.—Iás| + Sf. =g 14: La 
_ + ly! =z|-l„! 2.0} =†;4Ị <s e 


“hy GiN sử + =/‡ +Ì |. và-csÍ¿ đá -một đập: con đổm được 
~ta tập 1. THeo bài 4T. lần lại song ảnh lr .1; lồn 
Ái 32c .Ầ,, Giả xứ Z7 là tập VẤI cả các cặp CÀ, 9i Eroret sio 
.i —ÄX —‹\y. + 3Ä song ánh từ X lêu X + X trông svei 
^*% lrêm S ge tiia xử z3 lá qHÔI tại? an ấp thứ tt .iớ3ện 
NV- co) %, 3 = = \¿ự X tà tí jj —=Ð >Íj sáo nhọ 
` - g .X<4 
lự= ø. Để thíy cằng' là suốt Song + tình Và (.. th} là 
cận Lrên của Lắp 2. Do đó theo bồ dễ Zoäec Ø cỏ phần 
tứ tối đại CŒ. /3. Xếu ta chứng mình đi tơc.L/, † = œ thí 
.ˆ Lâu ) v1 —< #;. - 
trin xử JI#1=z:8 ss: #% tln 2È =r 2, ấn đỏ - 
.. -Ñ *S. 9g: c S8 _^ . =: 3% sở 
Vậy 28—ñ và :Ì¿ =- “ "Từ giả thiết B<+ v⁄ạ rỉ | ÁN ï 
>> 8 vị nếu trải : tỉ. thi.1a có +»: >=.| 4 | ¡ S348 —: F- 3o 
đỏ: dồn ' tại  Œ -(*{‡E saa' cho” | LE L.-.] # %° tu đệ 
@==Ewva chưng Lò rằng Lồn Lại song ảnh : & UCE 
¿ trừng vời / trên /*. Tát vậy: 


f7 `}. f; mí" ,: #) tự Fˆx⁄ tì) vự C + "“)wfÃ ( EL` 


? 


đà hợp của bốn tập rời hhầu: mặt khác vì JZ | ==[ |. 


HỒN, cu Fe, lỚN VÀ: dc SE q2 ch sơ óc ø 
t#£+#t†t=1Ê1% xẻ” E) _ử Lê =IP *x xứ L= 
: '— BÊ= = L `. ` tị : < r » s + 

tì đồ [Œ-3.E)`Ứ (E3 cH)T k/ «Œ $ ⁄2 #y I= c8 lên x5 XÃ #E 


Như vậy tồn Na soi ảnh f#ì t2 “—~ CF: b. #8 vi) Xã “TIYN 
Ấ ;< E), và ảnh xạ ý: — ế» >»<G trùng vỏi /¡: trên ` 
và trừng với / trên lộ Sể lW sang ảnh cñú tiat, trái: với tính, 
ti đại cñn cáp (Cứ, tì Nhự vậy lị đã chứng nưnl được ˆ 
Vx`- == # HA qua nại lA Có 4* =t + với tội xổ tự whiền '. 


« 
- = v . t= 


„h _ I.. -~ TS P k: 3 Xe Q h ` v ; k5 ° "5 F Ty .®? - 
".. ° "a . ¬bý  JẾc: — Bay SA * . - v =- .... . , cực. s : 
«à Tu bài 37, lỨ\L có thê, xi xử chẳng hụn. 3 < «4c ˆ 

Lúc đủ “+ s* x3 &- -*? — nghĩa: lh +” —=. Mặt. khác 


% s§ HE 9 K3 2m, nghị 7a là + +¬ 4 == 2z. TS + 


+.) (?iã xử z =: L1 Với nAôi si li nền „ér lại trở Hiệu. 
*?a là tập, Li cá các tập còn của tập € có ä phần Lứ. Với 
mỏi Ä ‹€7Z„ lồn tại một song tðlì Lử' lật. \ =4 ‡Í, 3. .u„ ZI{ * 
tởi X. do đồ | Ø-Ì <& lực lượng của đập CIC &i nh xát Lựt (3|). 
4 tới tập /, (ái lực lượng của tàp cuối cùng này bằng rẻ 
lượng của tậu F*.- Vậy | Za! << |. N|{ =;z°®=: x. Dn độ... 


[308 I= . [2.1L s.s.S4Ắ, ÔỬ vỈ 
Miè * khác: L iu l 
* Y ` *#tợ02 | 


ví 4 ị— ~ kè]: là môi, điển ảnh từ ` tới S(*)- 
Vấy LØ(E) L1 K[ mg tr nỦ VÔ VỀ nh, 


b) Y tắt hợp của xin tấp địt, trong đó 7. chựy _qua lắp. 
Z(N) tất = các tập .ẻan liều hạn cứu lập ÁN cáo số tiết 


.J®N Ì= c⁄Ÿ,: tmuạt Khát với 
. : 
% # 


J=I E1 Đo đó. 


nhiề::. “heo câu ì ' T(N)1 
HÔI f € f7(N}. ta có | Ÿt 
"..ư LẺI1<61S i1 £l 
` w#>-Vš |. Eì =l ExN|L: trong đỏ N là tập số Ll lự nhiên, 
tỳ CÔ CƠ: HIỘC xong : g:ổ 3X —- đ Vớt- mỗi .€ + 
ký liệu N; = J2Ú/9) 1n €N. thì - <£ “chính la xự 
chứa iớpi tái: Z, [rong đồ ¡ Äys |= c† lu. ‹ : - 
+6. lực tượng cũa đoạn {Ù. Lị bằng lưu 
L) 


cƑ. -— H /-.| „ 


Sö. uú} hcó bài 


lirơrsd cua khoang (0. 13, côn lực tượng của khoáng (0. 
hbng c:Ÿ vi«£ N SỐ¿t anh sạn đây» Lừ (0Ù, Ï) Lzi HÀ: + |—« 7c otg 


¡), tức là.các số 


trẻ khoảng -{Í 
Mặt khác mi xố Lthút 


-he, 
b) Tập . 5v ảN 28 
tị- tị , u diễn dược hen cñcn vẾết thấp phán dưới 
uịa 


đụ ... ts«e 


cín. 


tiậ0 @ T` 
(1, 


x=: U, 
<=ẢN, ta € thể nhì 3 một lroiigt © tt 


sao tỉ với nỗi íi © 

"tt 1s««: ñ Vậàv mã 5Ì + € jfI. 1) ứng Với tHÔI dãy 

h ¬ ‡ 
ru tị; dạ: .... “ty TU ` (1) 


“ 


.. 


- tà thø trác dhy. đảng (1) là ƒ9, ` SỊA. 
. T 


Nếu trong đây đựng CÔ mỗi øs ch*Ềẽnhận mác trong hani 
vá 1thị đã ý đỏ cũng Ứng với mìốt xố thự 


` .-..* 9X: ° 


giủ tì? 
2e v.Ã 
_——_. —. Gá 


[9. fy. thọ đỏ 


“ 1]*Ì<& ` l0, 1 


tán 11% 


: j0. 
nghĩa 1À — .° + <, -ử 6 
.4 h. vg và" 7c `. ° `" ' 
34c cÿ < 1027509515 =2 0g 
- . 
"_.¿ 


“Vậy, - . : 
. . +} 


51. a) Giả sử -Í là một tập sắp thứ tự tốt, a < Á và o 
là ảnh ° xạ đẳng cấu từ 4 lên đoạn, P„ = “ịa < 4 L: + nh 
: Thế thi C@) “ở hi : s 

Trong tập các phần tử Ã # của â cỏ tnh chất sẽ c z 
giả sử b là phần tử bé nhấU, và giả sử e(b) — c <0. Ta 
có ọ(c).< e(>)=c¡ mã thtẫn với giả. = b là <4 tử 
bẻ nhất có tính chất đỏ, - 

b) Rõ. ràng - œ < œ và nếu ø Să: #s<r thi: ⁄ sên 
Giả sử œ <8 và 8 < «z. Nếu z <© 6 thì theo tính chất bắc 
cầu vừa chứng minh, va CÓ z < ứ, XướG theo câu a) ở 
trèn điều này không xây. › `. - 

52. a) Giả sử `6, r+ €< .W(e) và œ.== - 04). #? = .0Q33. 
+ =0(C}. Vì 8 < z và †< z nền tồn tại bc€ 'A để 
8= P›y. C. = P,. Hai phần tử b,c € A so súnh với nhau 
được, nên chẳng bạn nếu bò <cthì 87+. - ¬ 

Ta chứng minh 1 =< W(e). Với mỗi phần tử b < 4 
tự số 8 = Ú(p) thuộc WŸ (+), và únh xạ ý: 4 — YY(a) mà 
ýC°) =5 rõ ràng là một đẳng cấu. Vậy « —= 0(W(ø)}, 

b) Giá sử AÀ —= W(). B = W (,.D=4 A8. 
ồ =0), Vì ÐÖ là một Xeg sắp thứ tự tọt nén ồ là .. tự 
số. Ta chữững minh ề < 

Nếu, = 4 thì ồ—=a. Giả sử Ö + Ạ, ta chứng minh Ð 
là một 'đoạn của 41, nghĩa là  <©z.: 'Thật vậy. giả sử 
§€ ÖÐÖ và he 4N thị hoặc § <<“ Tị hoặc +, << §. Trường 
—= „7 < š khỏng xây ra vì nếu vậy thì + < Š < « và 

§ <8. do đó ñ € Ð mâu thuẫn. Vậy š << é+ Lấy ïì 
tà Thần tử bé nhất trong: tập 2N.Ø ta được D = .W(n) 
ngĩa là Ø là một đoạn, Vị q<= 0 TH 0(Ð) = =Š 
nên 2Ð = J6). G 
Vậy ồ Š«<&w và ồ < ñ. Khả năng é“ œ, ồ <8 “không thể 
y ra đồng thởi vì ề & Ð —= W($). Vi vậy ðẽ —x+-hoặc. 
= 6, Nếu ồ=—zvà 3<gLbi z <ÿ, còn nếu Tí và. 
<=s œ« thì 5 ‹«<‹Ôs=, 


`, 


ww.. xv/ 


_ĂNG chửi 


©) Giả sử x @€ 1W. Nếu x không '¬e= là phần tử bẻ nùñu 
của W thị ta xét .W ZA WW(«) = Ö. Vì Đ là một tập eo: 
của tập sắp thứ tự tốt Wz) nên sũ có phầu tử bé niyất 
là 8. Ta chứng minh 8 là phần Lử bé nhất của W, Thất 
vậy, giả sử y € TV,.Nếu z & y thì 8< +› còn HẾn y << «' 
thì y € \'A W2) —-Ðx do đó 8 <& +. sa : 


_đ) Với mhÔi - Tbủn số z thuộc tập -Í ta đặt tươøg ứng 
vởi môi tr số nào đỏ có lực lượng cơ. Rõ ràng đây là 
một đẳng cấu từ tập -1 lên một tập các tự số, đo đá ¿‡ 
cũng là mọt tập sắp thứ tự tốt, 


53. a) 1 +- œ là tự số của hợp HỆ 2. '.1 3....|} sắp thư 
tự theo thứ tự by nhiên 1 < 2<3<... .Do đó 1-+-oœo=o, 


b) œ --1 là ty số của tập ÍđŒ¡, đ&sv .... NI hàn Í đó 
đi <Š exz< W -<b_ Vì tâp này có phần tử lớn nhất !A ñ; 
nên œ -}>-Ì => œ. Tương Tự œ -E 2 =s& và @¿-|< “sa: ~ủ XIN 


5.4 a) 3œ là tự số cửa tận các c©€ẨẶp ¡(n. 13, {nh 2) 
1? = 1, 3,... sắp theo thử tự: 


q,1)<q1, 2) < Q3, 1Ð<@.3)< - (8,1) < 
| (3, 2) < (1,1) < : 


Đó chỉnh là tự số của tí p số tự nhiên, để" đỏ “4 Š¬ œ 
Mặt khác ¿2 là Uy số của lận các cặp Jq nỳ. 3, |, 
JJ? = 1. 2... SÂN (Ìiro thứ tựz: ¬ 


@q,1 )<Œ.3 <(Œ.3)<..<€., 1)< 2) <Œ.3)<.. 
ĐÓ là tụt số co-o, vậy: ‹‹2 = œ ¬ (, 


bỳ G1 lì sử . 021), 8 =: 0Ø). Thể thì “. là tự số của 
tập 22 < 4i sắp thứ tự lo lối từ điển. Vì £ < «2 nên ÿ 
là tự số của một đoạn #4š¿-a( gốm các cặp bé hơn cặp (b, 

tửe là c¿ tc cặp C0: +), Ụ € Ủ,z € :1 sao cho hašc 0 <kt+ 
hoặc tỷ = ñ và 4' ~< d, R2 ' hiện %4. Py lì các đoạn của sắc 


F..ă.. - thử ty tốt 4; Ö ửog với các phần tủ 4, b`, 
lương ứng. N€u §== 0CP,), n = =.0(Pạ) thì § — šn + tí: h 


| _Ởtứne 3 = (1 »< 4) Ụ ‹l <- -PÒ.. vua TA 
©) Nều trong cảư Cb) ta lấy .8 = t1 1, thì ÿ< Lai 


do, đó. tồn tại cúc Š§ <:z' và » thỏa mãn ' +1, t5 Anh c 
Ề .ế Bi NG uc š= an + E,, 
CHUONG 34L :. ...- ' - 


ĐỊNH. Tnức T HỆ PHƯƠNG na 
TUYẾN TÍNH 


6ã, q1) TÃ 


—. 


b) nl | 
mín — 1) 
_ th, 
_'.. NNH. 
_`d) n1 : . i : N. 


ãú. -) Giả sử D — a-+ bi. Thay mỗi piần tử" ho D 
hởi số phúc liến hợp với hó, la có Dˆ= = đ — bỉ, Mặt. 
khiic.hực,hiện phép chuyên vị Ö ta được Ð', Vậy Ð = ), 
tức là 4a + DỈ = d — bi, Vậy bò = Ú và D là một số thực. 


b) Nhãa mỗi hàng của định thức Ø đã cho Yới — 1, ta: 
được (— 1)" Ð = ÖÐD, tức là D—(— 1)" D=U. Khi n lẻ: 


ta có 2 =0. 
.”# h `...” nà ~â? 


37, hộ. Định thúc: được ghi lên với TTN 1)~ .. 


cơ "ò' #@ đNg 


Sể bỆ Định thức không. đồi. Ấp dụng câtt trên hai lần. 
-" e) Định thức được nhấn: với ( ni Lá 
đ) Định thức không đồi: ` X35 đất 
-: e)Gọi D là định thức. đã. ;cHo; 4 là định "thức 
biến đồi, ta có Ì TING so” lệ, k 
bu ` Đ.= CÚ “1Ð1D. 
x+‹y Ðị — 0 nếu n chẵn. 
D; = 32D nếu 0t lẻ. . x 
58, a) Nhân cột đầu với — ]1, cộng, vào cúc cột sau. 
-_ Rhai triên định thức thu được "thành tông, rủt thửa sỏ 
chung, nhận xét cúc cột giống nhau. Vậy Đa c= Q, : 
- b) Cộng cột 2 và cột 3 vào cột-đầu. Rúi thử ừa số chung 
œ -—- b +-c. Rế ít quả 2 = 0. xu. 
c©) Công cột cuối vào cột đầu : b= IẾ 
đồ Nhân cột đầu với — 1, cộng và : cột cuối. Chủ ý rằng 
cos”a — sin°a = cos 2a. Vậy Ö = 0. 
c) Cộng cột hai vào cột: đầu, đàng cò:g thức cộng cùng :. 
Ð.= 0. : 
Ð Cộng bột hai vào cột đầu: D= '0.- 
Ø) Nhân cột đầu vóỏi 4, xét bai với b rồi cộng cột đầu 
vào cột hai :Ð =0. - VN, e l 
b) Nhân cột ba với 2 2 rồi sông vào cột bai: D=0. - 
69.a) Chủ “ý rằng nếu thay #' bởi œ; thì Suối thức có - 
bai hàng giống nhau nền bằng ' 0. i 
cổ của phương trinh đà. -...ˆ:‹.. 


- 


ến : 
z\= . .2g SE đau, đang T” đa, Là 
b) Nai hiệm của. phương trình là 
#ị =09,12 mm. =n— 3. 


CÌ tị  Œị, ¿ SĨ ayc, Ẩa—=y S= đụ (.. 


ME 


60. a), b),c) hbai tr jẻn định thức thành tỏng, 

đ) Nhân bàng đầu với — 71 rồi cộng vào bàng hai và ` 
_hàng-ba: Trong định thức nhận được, rủI: thừa số chung 
_ (b—.0)(c— đ) ra ngoài định thức: 

_e) Tượng tự câu trên. - ến ‹ 
- £) Tương tự bai câu trên, nhưng đối vời cúc cột. 
61. a) 4&.. | 
b) 160. 
.e) 394. 
_ —) Khai triền theo hàng một, ta có Öy = ð D, — 8 ÖÐ)¿, 
- Đối vời Đ¿ và “ ta chung có các công . thức ng đỏ. Tá 
si, k Ủ,= = 6õ D; >~ 114 Dị = 665. [ 

e) Cộng hai Ì hãng sau vào hàng một, rút thùa số dh*nn 

q =- Ð +c. Nhân cột một với — 1 rồi cộng vào hai - cột. 


sau - 
Đ=(a+bx+c}. 

ï) Nhân hàng cuối với — 1 rồi cộng lần lượt vào hàng 
tội và hàng hai. thai triền định thức. nhân ' =< theo 
còi “một : : 

Ð= Đbe (a +b+ c3. 

ấ) Nhân cội một với — 1 rồi cộng vào cúc cọt sau. Áp 
-dụng công thức 1 — cos 2a = 2sinŸa. Hút thừa số chung 
ra goài đấu định thức Ôi khai triển” theo cột một ta 
âu vụcC ° 


* Vi 6 “h * b + c 
D= —16ain—sin*— sin® —.‹ 
2 P 2 


... =4 ¬- _ _—~- 


2. Dùng phương pháp đưa về đạng tam giúc. 
¬ Lấy hàng một cộng vào tất cả các hàng dưởi ta được 
định thức đảng tam giác: "` Ý : 


Đ s1 - 


961 


bỳ ì Nhâu “hàng đầu với — L.rồi cộng vào tất cả các hàng 
` tuổi, ta được _ . ĐNG ' : 
-2=bi x& Bạ-~ 


e) Nhâo bỉ ìng 'đầu-với — 1 rồi cộng tất cả vàö hàng 
đưởi, ta được định thức dạng Lam giác: - 


D=(t— ¡) ( — 32)... (ŒØ — #es). | 


đq) Nhận hàng đầu với — %Ẳ vôi Vòng vào tất củ Các hàng | 
đưởi, ta được bu S8 


0 =ự= 1)! vi 


63. a Cộng tất củ các 'cột vào cột đầu. Rút thừ>a SỐ 
chung w-+(n— 1)ara ngoài định thức. Trong ‹ định thức ' 
xaới, nhàn bàng đầu với — 1 rồi công vào tất cổ các bàng 
gau la được 


- 


—_ 


Ð = #-+o(n—' 1) đa} (t — a)°”), 
b) Gọi định Hiức đã cho là A. Nhân hàng : mội và _eệU 
một với +, t4 được đính thức 


.D =*°. A. Vậy Ạ = 4Ô, 
H >2 


T7 ¡nh Ø theo phương. pháp của cân tréu, ta được 
| A=t—- tức S 1z 


©) Lấy mỗi hàng, kế từ hàng thứ bai, trừ cho hàng, 
Cũng trước nở. Trong định thức nhấn được, cộng cội 
đầu vào mỗi cột kia. khai triền theo cót cuối. Ta được. 


: : đem (— 1yet (na + 1) 899Ẻ, 
đ) Khai triền định thức theo cột đầu : 


—— <—=Ìi x % 1 
. — « z "ã X!i`y 1) * .? và 


,:.6#. 4) Nhân cột hai, bồn. sảu,,,., với — 1 CỌI ð, 9ÿ #,«<« 
với + 1. rồi công tất cả vào cết đầu. với chủ ý rằng 


Ầ — ĂẮ 3626 11< + x4 C- SỐ 
>~ 4 dc 
#ˆ Lập TS ve Ủy . Cš + - ~Ễ bà -ệ- se 


lút thừa số chung œ¿ Tớ + lạ — đa + vé -+C l Œ„ 
ra ngoài . định thức. “Cuối K„Ẻ: chủ ÿ rằng “£ = 1. Ta 
được , ' 
n (a + 1) 

=CD) V2 ‹ [mg 0E “+. +C-*ST. 
. đ¬ Lấy mỗi cột, kề từ 'cột thứ hai, trừ đi cội đứng trước - 
nó. Chủ ý rằng CR — C}z! -+- C}_¡, biến đồi các phần 
tử của định thức. Trong định thức mới, lấy mỗi bàng 
trừ cho hàng đứng trên nó, biến đôi các phần tử của định 
thức theo công thức tö hợp nói trên, ta được Dạ —.D: 
hà, cà , 


~Í: 


Ð. _T~+—— lu. 1 '= .¬-= “ =1, 


¿) Trừ mỗi hàng cho hàng trên nó rồi úp dụng công 
Chúa , 


s6" =£= Vi 5 CS, „ ta thấy 


x1 -¡ =mš= D;=L 
đ) Trừ mỗi hàng cho hàng trên nở, áp dụng còng thức. 


C* = Nhân ` vạg. , tủ được Đs¿i = (@— 1) D.. 


Vay Hà« (z— 1)°. 

G5. ñ) Hai triỀn định thức theo hàng một. Trong định 
thúc mới nhận ` được, thực hiện + — 2 phép đồi chỗ các 
hàng đề đưa hàng cuối lén hàñế đầu, ta được 


“z ,„ = tị Œa««« tín _; — #2 


` 


Bằng phương phúp tr uy toán, ta tỉnh được l 

Dạ = q  Œ¿..‹ 'đạ_ .— W đau. đ„_ + ~E ‹‹. + (— ›y at . 
: &Z xế mĩ : ' "` : 
ch): Viết 2 eos8 đưởi đạng (eos0 -tFisisa) + (cos8 ~— 
. —isinôÐ) với (cosÐ —- isinÐ) (cos8 — isinổ) >-~ 1, khu 
triền định thúc th: ah tỒng, Dàng ghương pháp truy toàa 
Cuối cùng ta được 


)`_= _coSÔ -+ is ín8)>+l — feas# > — L..2.1-2 kg mm 
. x#—- '.. ở 9figsigÐ “* : 
‹ `: __ sinn-+.0 _ 
..-- sin8 l4 : ca 


s). Kbai triển định thức theo cột đầu rồi : áp đụng kế 
quả của câu tr ên, ta được 
?.— s”i sinz8 `. sin(n - ——: DĐ -Ế 
sín 0 . SinÐ98 


= : (cosb sinn6 — 8inn8 cos8 + cos:: ¡8 sinÐ), 
sin0 

2 Suối: _D, = cosnô 3® 

;4Y Khai triền theo. hàng đầu, ta được 


Đ; —= +Ð,a.; nung '. 


Tinh Ò¿, Ðg chẳng. hạn. S ÖpE iu du phắp quy nạn Ủy 
: được ` 


s, 2a t— P — Cá -.. ầ „` ~«+ 


66. Dùng phương pháp. rút thừa số chung. - „4 
a) tong tất cả các cột vào -cộL đầu, rút thừa số chui 


1 ñ +ona ra ngoài định thức. Trong định thử 


= 


mới nhân được, lấx mỗi hàng trừ cho hàng trên né 


2§4 


hhai triển định thúc phản được theo cột một, Töi rủi 

nhân tử chun h ở cả n cột ra ngoài định thức. x 

. " Cuối càng: tính riêng định thủc mới nhân được bằng 
cách cộng tấL cả các cột vào cột cuối: xồi lấy mỗi hàng 
trừ cho hàng trên nó : 


=. nín — 1) 


Ø„ = (— x....- T==|.. 


- -Ð) Cệnư tắt cả các cột vào cột đầu, rủt thừa số chung 
# đy + -+-.. -+đa của cột một 7a ngoài định thức. 
Nhận xét rằng định thức mới nhận được sẽ triệt: tiêu 
nếu ta lần lượt thay œ hởi đị› qạ, =ò, đa, tức.!ã định thức 
chia hết cho z— ¬ + — q¿..... #®— đa, "HÀ hệ số của Sủo 
trong Da„;, là 1, , 

Vậy 0Ä... t4 +4; +... + a,) (qœ— SỐ, (:.— đạ). 


67. Đưa về định thức Vanđéc — Mông. 


4) D, == [Ï (CO#2;¡ — CoSox) = 


có Si bến | 
. p{n —1) T4 75 Sy, 
2 N suửi _ 
._= 2 ` ` -ˆ n- tk +k .=, “® .~ 
... 
P. tân x L6 <t<1 
. *Xsin.£È*—®! - 


2 No : = 
: nén=1)_ v '„ Á§ vế 
2 : ^ 
'. N.ư cos -°:-L$@x, 
jg» ý "2i >k»3 ¬. =— * ng iSkSt 


»¿ ° 


_— 


®) Ð=1I 2! sàn... 


-#) D= CC: 1]:. -(#<= đây: ¬ 
cn SẤ . s+1>5i>1 Hang SA, 
+ &): Lập định thức A cấp 2 -E]l bằng “cách "thêm vào Ð 
Cột ‹ cuối gồm HỆ VÔ DU co uy và thêm vào hàng thứ n 


(trước hàng cuối) TT xế x. z®~1, Khi đỏ â. 


là định thức Vanđee — Aliòng nèn 


a=..]Ï: cec ễ: T TỊ = sọ 

. "n>i>k>1-. ` _ | 

Định thic Ð chỉnh là định thức con ¡ứng với sua tử c°! 
=“ Định thức A. Vậy " á 


== Œị + + CD «.- TP Tuệ BI (3: — #:} 
| Ñ\ˆ!* g Pmskt 

68. Dùng định Ì lý ung 

a).10. 

b) œ b e — 4(b‡ + ca +- a0). - 
c6) ÊX¿ — IÀ. sin (+ — 8) + (0z — ¡) sin(«— ÿ) + 
: +“ (7¿ — z¡) Sin(B r# xỒ. 

5 đ) (Øt dđạ — ñn ba) (cy Ca — đỉ; tạ}. 

%} (Ea — #a) [š — #¿) tạ — 124)— 2(%s — KẺ »< 

` ; > (z4 — \¡)}. 

"69. aA) Còng cột. thử ö và thứ 11 vào cột 'tnột, CỘI: thứ 7 
và thứ `12 vào cột hai, ..., công cót thứ 10 và thứ 15 xảo 
cột năm, Bởi cộng cột thử 11 vào cốt 6B, cột thứ 12 vào 
Cột! 7,..., cột thứ lỗ vào cột 10. 


Trang định thức nhận được, lấy hàng thử lã trừ chọ- 
từng thứ 1P. hàng thử 14 trừ cho húng thứ Ð TH eo dung 
thứ 6 trữ cho hàng Lhử nhất : x ` 

Đ=?7(a+ 2)°(aT— 1)Ẻ (8(a-+-3)2— 41X: cSSÀ 
z _ vi >.- (3(a —.13 4z]. ^ nể nŠ.1Ẻ #Ẻ 2A5 


kh c 


“hộ (+b++0 6+ tcc +/) (1b +c S9 


sa .éa —Ù —C—~—- s 
c) đ? 4= bỲ -+¬*c? +- đ. LÁC... 
29.) Giả sử ngược lại răng D= éci di — ú, Rhi . đó, 
hệ thuần nhất ri | ... 
Đó n * $ `. : “ệ -* `4 : F 
>.„ 1y =U (PS=l.. 8g ˆ 
s=i1 | : 
=- nghiệm £ = - €¡) s0, Giả sử „ 
max [{€yl...[fa |} ĐI; #0. 
a - n 
Tư tần tị { = Ú rút ra đj¡€j¡ ==— T, địy fs 
se: K” = s=i., 
: #⁄j- 
“ "-“ : CN „ K4 
săn š Ie,1< Đi, 151659141: 181: 
f s=1 “ó s=1 
_ dakj _ " “} 


dn đó 


s. 
Lên 6€ 3 19 1 


s=1 Ð 
Kj 
môu thuẫn với giá thiết của đồ bài, ˆ 


Nhi Đáp Vệ > U+ 4: 
c¡|8,s.] =:3- _> 1.2+17,. 


-_ Tên = >2 23 +11 
nên ho câu "trên, “đet s % É° 5 n) 


. 


tài ©) Với nm= 2 ^› định ' lý đúng: Quy” nạp hào: n.: : giả sử 


' định ý với n — 1, ủ > 3: ta chủng mi nh định lý đẳng 
với „n. - : : 


Trên ma lrận Ä xả tới (a thực hiện các biến đồi &t: 
“cấp đề đưa +1 ` . dạng » “ => (1) 


, s. < 
ayg: ng ... “địa Ì 
Ệ _` ® Š 


€% seo C 
t. 
h ° 


hs” r8 
trong đỏ 2? — & : 


Ý chứng. minh hv^ 0 'Nếh 1,...,27) và mạa trận Ø cũng 
| thỏa mu điền kiện của câu a). 


Thật vậy, 


* _w +“ 
Œ: qŒ:: — Œ: tề« 
„ đụ : Đặy 


5 là 
j“ 1Ý. ° 


và Lheo giả thiết % ẤN 


1y >>... | øa; | 
- j=2' 


5 7<. Œịy đy; ị q 
ID . 7 > Leu Sở | =-: JL#u L s« 
: : : "8g 7... địi | 
" 2n 4 ¿ 


_mI Ï “ị Ạ < =L8g [ Œ= =— SA “.. 0) 


j=2. hy he về sẽ ‹ 
“VỊ vậy với Í = 3, z sa, 7118 cộ 
nã —. b; & tị Tụ dạ + &uI + 
xÉi nỊ< =— tha = 
j=2“ˆ ` | .. 
#i . bà ` cyŠP mm. + : dưng: : 
| đ¡i 4 đị; q 
x8 laâu cẾNÀi cổ Deab +. 
` ma ¡=2 : 
„#i ỉ `-Jjhi 
SE li Tai <e 
TẢ /]jä. co. ý vn 
: PB vi (7, bi v2. 
n. ã- +... wWWV..—-a+4 7 6S... 
1% ¿ « &: - địt ŒỊi TS 
Do đó 5” Ỉ ời; Ì < qịi —- —————— = Bụi ( —= xo .... n}. 
tIˆ 
=2 v VỀ 
vi 1, ` Š 


Theo. .giả thiết quy, nập, đet Ð >0 và đo đó Mu, A >0. 
71. Để chứng minh mệnh đề b) tả chững minh rằng 
cc xectơ đi = Can: địiệs ~«, Gịu) CÓ thể viết dưởi: dạng 
8; = đi .#ị + G¡ 6a +.«‹ TP Gia Sa, trong đò e;, E2, «eo £„ là. 
cơ sở đơn vị. Sau đó ch *ng sinh rằng khi giao hoán hai, 
_vectơ, hàm [Œ: E2, «sao Ga). 'đồi đầu. Để chứng mính. điều ; 


26 ) 


* 


Nà đhẳng hạn đối với cúc vectơ` #u 2- 1n YAP “đại + 9a 
mì 3£: gs,.—~ .* Œa)-- com: “..~ ‹ ° „ * 


-*#Ẻ. 3) Chứng gừnh rằng hàm” ta. zsy Ki cà NÓI =` tA®- 
của cúc hàng của ma trân* Á có các: tính chất (1 ) xà (2) 
và ta có HN.CC 8 sỉ Ê=) = EB 1<: vs đÊn ướNG xà về tu 


= Đặt HIẾN TC xà Si = 1 chối mọi [y¡ co. lun =1. 
3, se ñ như nhau choặc khác nhau). _Theo. điều kiện C1}, 


a . F ˆ 


% ¬ cách đặt 2¡ => 'ai e¡.-ta được 


- 


:...ỐẮ.... 
h m3 +~« ÀsS co, „ˆ»«.« " ".. .. ¬ * - 
: 1q, 23: - #2) = `'!-#,..~ . le "Sa 7 
:7 TS HS Ư 1--.G- 
k”" . 1y 32+ ;«es In=1 : TS. s_= 


° Hảếi ((⁄\: #3u có tuỆ. đỏ được xúc định, R6lràng rằug khi 
; giao hoán các vectơ, nó ' ng thay đỏi, tức 1À trong 

. trường hợp trường đặc số 2, nỏ thay dấu. Vậy (2) thôa 
% tãñn-còn điều kiện (2) không thöa mãn. : 


8, a) D==Ð, +4-Šz,-trong đó Dý là giá trị của định 
thức Ð khi z0, xà % là tông củo phần phụ đại số của 
_tất cá các Kim tử của Ð,. - 
~ *b) Đặt x=— - 1 trong cậu trên. 


74. a) Dung cầu 4) của bài trên. 
b) Dùng cầu a) của bài trên, 


75. 3) Cái « tiên "phân » (. (i3... Œa) bằng tồng các tích 
: "có thẻ được của các phần tử đụ, (12,.‹.. “e I)ã TUÔI trong 
_ chúng chứa tất cả các phần Lử đó còn các tích khác thị 
được Llừ nó bằng cách vứt bộ một hoặc ruột số cặp nhàn 
. tử với cúc .số hiệu bèn cạoÌ.- hi đó số hạng thu được 
bằng cách xứt bỏ tất cả các. thừa ' số hi n chẵn) đượcg 
„ xem. là bẩng!? , ` | À 


Ị 


(Ơi đạ đạ dạy 2s) —= dị ga đa ý đg đong dạ Gg + an d„ đs +- 
: + t¡ 22 fx =Ì- ở đz. đa -Ƒ #ị + 0g ~- đa» 

(\ Ga 2; đGị 0y dc) = ty đx ; đ¿ (s Œẹ +. đạ dạ đ; đẹ + 
.~F đị đa đa dụ + đi đạ Ñạ đŒạ -+— đị Œz đa s- Sử, Œ2 d đ-++—- 
_sẵ: lo đạ +} đa dụ + đ, tạ * đa đa +—© ai g0 + 0y ` + 1.- 
Hướng dẫn: Thử nghiệm uy luật đó đối với bên phân 
` 1 và cấp 2 và sau thi giả thiết các liên phản cấp 
— 1 và 1— 3 đã đúng, chứng minh quy tuật đúng đối . 
với lên phâa cấp , Xhiốn thể hãy rút ra hệ thức 
t7U%X- toán . 


_ NI Œđy .« đu) = Ga NI g s« đa_¡) hd 0y... đun 2). 
b) Dùng phương pháp quy nạp toủn học. - 
r6. Sử dụng mệnh đề sau : Tích của hải đa thức khúc - 

thông cũng là: một đa thức kiầác xXhông, Từ đó chứng minh - 

x¿ng g nêu J) = 4Ø là sự phần tích đã giả thiết và một số ˆ 
trạng nào đó của đa thức .L chứa Ø¡¡ Chỉ không có số hạng. 
4 nạo chìa cúc ph: lìn tứ của hàng Ccột) (bí nhất, Từ đó 
"UY r2 rằng đủ í, j= 1.24... thể nào cũng lim được một: 
89 tụng trong 4 chìa en nitưng không có: „ lip:g B nào 

sử Giị,. 
, Đề chứng mĩỉah cản b) chẳng bạn, ta xác định 


(lạ đa 0a di m ty dc dọ đa TC da tạ 0y đạ~Ð dị Œ2 +1: 


„ ế‹ xuiấi phải từ sư đánh số các tô hợp Í:; #à»»‹x £ c‡ CÌ ' chấp - 
„— È van n số ]. 2... 3 nó liên hệ với sự đánh số N 
tay sen đc xác định Ây s2 cho /¿ chứa nh — £ số thói:g 

"tham gia ! trong ®,. Nếu *ơi Lông : các SỐ lrona tỏ lợp #ị, 


C; 


~ thì ta đưa thừa số (—?) ra Khôi hàng thứ ï và cội thử ỉ 


(iz= 1< rbt se=s 5> ) cổn, định thức 1e. k- vất 


Đ@ chúng minh câu d) la dùng các đẳng thức ở câu 
4) và tính bất khả quy. của đi chứng minh trong bài - 


=4 
P7: ` 


điên. cũng như bậc của. Ð và ay đối với, các phân lử a¡ 
da. chủng Œ mình tước xì. 

ch: 
Tà —— . 6 XD 2}: 


ÔNG: đo € khổng SG thuộc vào. CN phần: ri địi., Đề: xả 
k~_I 
định Ề; ta Phưng mỉnh Em Ax cũng nìư px 8 đều chứ 
số hạng (my đăng „ “` Ji —. _với "hệ số "bằng Tờ vị. 
70. a) Đằng cúch chứng minh rằng bộ th Đã, ta được 
P› =0 =1. Â““ vs T1 


e "=< ° 

xi Chứng minh rằng đụ = Xộa Đại Øxị 9C), 

k' i ' km1 
trong đó ĐỊ na ký hiệu như trong câu trêo. 

SŠ. ấY dc Và tụ mm \ Hư in 0u 641, tr 

b) Z¡ — 1,3; —=— l, 1= , #,== — Ì, zg = Ì. 

-- €6) #¡ =], 1v =—=— 1, #s = 1, Z¿= —Ì, #s = Ï 
in, le Đó #ạ =— 2, #4 = 0. z; = 3. 
39. a) + == test tro Hường: 


..“.“ - 


+c+äMyï 


(a+tb—c+4), —to-bai-a 


1: 


` 

t2 

®@ 
t2|— | >— |“ 


3 C—(d`, c*—=d'" đ ã c”— a'*đ 
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Vày , T— ĐE%C Xéi định thúc ‹ con ¡ đấc trưng vây quanh 
Đ,, ta thấy nó khác không.» Vậy ! tang của ni Liận bộ 
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ma trân bồ sung phải giảm, đi. một đơn xị.. n  c 
° b) An thứ nhất nhân giả. tr _bằng` không. trong 2 mỗi 
nghiệm bất kỳ. Nếu các: hệ. số cửa tất cả các ân, trừ-ần 
thú: nhất và ân thứ: "hai: 'chẳng: hạn ˆ 'đều ' bằng; không-thì 
ần thứ hai nhậm một giá Ìrj 'xác. định tìm đượt ở. phương 
trình chứa hệ số khác không cua .Ân ' thiữ. bai, nếu :ở.đó 
vứt bỗ đi tất ©Ä' các số sạng với các Ấn kháẽ ; 'trong 
trường hợp ñày, tất cả các Ần, bắt đầu “từ-Ần thử ba, có 
thể nhận giả trị bất Kỳ. Còn nếu ít nhất ba ân (chẳng 
hạn 4¡, z; và z;) có hệ số khác: không thì tất .cả các .ần. 
trừ ần đần, sđều có thê nhân. các giá. 1rị bất kỲ. 'hơä nữa 
bởi một - hệ, thức -thu ‹ được Từ, phương trịnh : bất kỷ. của 
Hệ có chứa hệ số khác. không, của rà Ban ha), nếu „vứt bỏ 
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'thức không, ˆ nghĩa | tà bá +0 với. THÍ d: == t1, `. — 


K5 'Giả 3 sử /, == đc Su Đ (Si. + ,bsinkÐ: 


=1 


TA: È SoÐtt Ma han, 


TẾ cò oi k. c2 THỈQY 2Â CÀ C 


- 


,Vớt Xu €Rta cổ, b ã 
Hung t@b0 W0 “hợ() =ˆ 


.... - 


bả. 5 


» ` s3 - TC as sẽ ty ng hếc. R c Tin 
4y Top o€ Sh 
.= đ SE: nã TT lắng $ lAERU _ G6 X% 
ĐANG sài »“ệ ở Là SE 2: < , tui 
"“ uy 4tuk: +) Maøzô 


ấy, NỆẺ se nợ € 8. nên E là mồi "không, gian cạn của. LăU 
.e) .:Ta: chứng xinh rằng: lận - [1, _eoSE,. -sỉn/2.. .⁄CO8//, 
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-Nều +. `. 0 Thì: z. biểu thị thyến ! tính được sua tập. A 


“tài giả thiết. Vậy ..= = =f, đo 6 h zaa = = =0. kéo theo : 


xài a€ ^ xua : - 
-øạ = Ú, d <c r vì ¡ Tấp ri độc lập tuyển tính. hà: : 8 
:a) Nếu tập 4 phụ. thuộc tuyến tính thì tồn tại 'một 


`, #. 2. n 0 sao cho” À,ø => Ú. . 


| | nh —....... 

› Giả sử 3a. =- 0. Thế thi .*. |: Hàn Ông 

MA =5 é-. An 
: 2aeAx si 


. tức là a3 3à tô Xe tuyển tỉnh của các nhền tử tiệc tập 
piIẾ `. siđe b tảo tái" giá: sử có“đ¿ € 4 là tồ hợp tuyến tỉnh 
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, của các phần. tử thuộc tậy/ {a4} ị thì ˆ : 
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109. a) Giả sử G là tập tất cá các tập con độc lập: tuyên 
tỉnh của tập sinh X chứa: $. Vì SÉ€ G nên. Œ + r3 :Ta' 
.chứng minh rằng mọi tập con sắp thứ tự toàn “phần của. 
Œ cỏ cân trên; Thật vậy: cập con-@ = {T:lic TỊ: :của.Œ. 
_sắp thử 'tự theo quan . hệ -bao - hàm sẽ có cận - dướn. là: 

r D032 cũng đà mi tập độc lập tuyến , tính. và. chứa vÊ: Do 
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- đó theo bộ đề Zoóöc Œ có PS n tử tối đạt là 8. Thể "hị8 
- độc lập tuyến tính. , Ta. chứng minh là hệ sinh của Ạ 
"Giả sử TY là. không gian con của't Ÿ sinh bởi B.~Xếu 
TW + V thì tồn tại một phần tử + € Xsao cho œ.Ằ 3 
-Thế thì tập,P h Đán Ial: -độc lập tuyến, tính, vì nếu: TT KH VƯN 


ti) sự đhếng, th €+ ts 
Nhac. 


⁄j -£ 5E lây s củ 

thì ta 'phẩt cỏ  = 0 vì nể 4 không thị ` At, biều. thị thyển: 
tính được qua Ö. Mặt khả. vi độc lập tuyến tính nên: 
-#ø; = Ô với mọi € 8. Vậy tấp bì độc lập: KG: 
‡ỉnh, trải với tính tối đại của Ð. S tà 
` Vậy W = V và 8. dà cơ sở. của. vẻ Mục SẺ vi tế 
'b) Giả sử V. .có: hai ,cơ sở A. xà h5 ;hẽ. *Yhữn Ứrnäs mình. 
244 1=I; BỊ theo bài tập - 39- chương: 1;- la 'chủ ; tổ tồn. 
“Tại niột đơn ánh từ A-tởi Ð và một đơn ảnh từ” 8 tời ) 

Do °đnh chất đối xứng của 4 và ®, ta chỉ cần chi_ng töcc 

một đơn.ánh từ A tới Đ,, + 
_ .§ÿ hiệự Œ là-tập các: đơn ảnh %.„ từ "mặt tập cóa j của 
: sp A tới tập Ø thỏa mãn, điều kiện :›`-_ +“ HN 143M Tp 
Ko Img' 42 t+Xx Dzÿ độc lấp. tuyến: tính”? Cn 
sẻ =e +. xi ảnh xạ cổng. L thỏa. ân. chiến, kiện độc; = 
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Đà. 
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ÿ xác ‹ định, vì ếu Œ.€ ĐyÀ, Ni và v stÂeg bị hạn. ? +. p "thị 
%W(a) => Ca Thứ), Y ây Trắc, X”; 'Ims, đo đó ảnh xạ 
*@ )> cwC ) ệ; lƑ Hiệp =— cđ 


_ r2 4t. .vọ 
(2e Ti Ca. `šẩ: thuế CS Ta “chứng thú — -là xhột 
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DU hêu đ L 9: thT: $(1).>E “, -9(8);. do. đó... ty _ 

Šã TƯ NG B= = x(;) +© G42) == = =2): Cñối. cùng: đề chứng 

siỏ.©* € ở ta côn phải TH HINH, ng, lá thẻa mãn ¡ điềư 
XẾn Q). Chú, ý rằng - nh 

Sấ. AN/Đạ,= ẢNG Dạ) = xui -/4 S20), 

Tẻ _ s =: c& sử sé- + bồ, Sì 

: một, hệ. con 'hữà~ Thiện” tùy. ÿ cửa me, v27 -42/Ð+" 
lắng hạn Gịassy đa € Tay Ðịy.v Đy 'ANØạ..Vi Imạ„ = 

vì Tre. và %. N, thứ tực ." _phần nên. tồn: tại g`€ ‹ 


Ý% -š si sk 
'đề‹c tít đa € "rào". IThéo chủ ÏY tiên ta tải Ð cai TP T\. TT, 
'Ð2 đó. địc`--:. đạà nã bạ € :Imẹ' lv chàng nên độc 
ka2 tuyến, tính. - - 

* Vậy ơ, €CƯWvàrö rùng lát cận trên, của dâu $. 
=-?Pheo.bðờ đề 2oŠöc; #cỏ phần tử tối đại là. Nếu › Dẹ =4 
“thĩ, quà đơn, ảnh-từ 4 tới E. Ta chứng Lm xăng: mếu 
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Vị. tập- `Im @ œ (2£) “òc “lập. tuyến - tính - điện LAI 
biểu ,thị thyến tinh được Xin nó một. cách xưy nhất z S2 3s) + 
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mớt con của ¬? k (À8). nên: b„  biều thị tnyệ) đng: 


tiên đó; GáI với tính đụy" “nhất: của C). Vậy by thầP ấp P 


“he 


"điều? kiện. q3; -hế Ni 3 đà Lọ? C kẻ vày = kế: nâu thuận vứt 


b2. . ` -ÊP ưza -.T»^> T~ +.“ 


Sinh tối: đại của œ g.?” ˆ “N 
~*”* ¬*“ 
xả: 


Hà c .ắ« xz .<x sv-£ = Kết co CÓ 


>... ó = BH t Ki đ 4 AT St Ko Ôn  ớếu 
Vu: 4 “Ẻ Z8 sợ S 2*2< 3-2 vì đớn >Ê--\Q 8P, „445“ b x4... 3, 
.. “+ v v.i “.ox .... .ẻ .... ” . 
nc 1Ï * sẽ: ^ =—  Â _vv=. V. — h ® 
À6 vA 
kho: ¿ mm 


„ (4 

ca: \ chứng - tả: xe) đà: một. cỡ 'sở, của £:}F. Lấy + <E: Ì 
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KG tệ  Ủ ui cà Ê te _ 

c) “Thật và. nếu Š” âu TA N xả, .„„ ỨI 'phụ: thuộc tuyến tỉnh 
thì biấất đẳng thức đó là hiển nhiên. Giả sử hệ đó độc lập W 
tnyển Lính. Trực giao hóa hệ đó ta được hệ veeLo 0x„.«.. 
ty, Ủy, ««„ Øị, còn trức giáo hóa hệ /y,..., Ứi tà được hệ €,s««, 
œ, Vectrz đ¡ trực giao với “không gian con. “/⁄2(UL,«««, !Jt_ t3: 
còn Dị LỰC gina với không gian con ((E(, se«, ft, (sexÙ:.. Ù- 

Fa có |Løy|| < || là và đấu bằng xây ra khi (;, UÒ = U, 


j=1..«.-‹ Ñ;<== 1,.+.,Í. Theo câu b} ta cỗ G(%\, - - ‹, Xk.. 


0... 0) = (1|)... l 0x ||”) C§Ðị †.. lÍ z2 s< (II °-~ 
lỊ œ [[Ê) (Í e1... Í† ð ?) = GŒEi,.... #k). G(0,<-, MÙ: 
Nếu (tạ UÒ =Í! thi l| tụ Bv= |[£¡|j và ta có đấu bằng, còn 
HIỂU 2 1,... 1# HOẶC /y, .«‹+ Ứì phụ thuộc tuyển tỉnh thị về 
phái bắng Không, mà về trải khong âm, do đỏ ta cũ trể GÓ 
đấu bằng. Dảo lại nếu & có. : 


GN, - ««, k, TNG _ xe -'6Œ, se -t) đồi, . n9, ` 


thì theo trên, |[ ứ¿ Í Ê... Í| ty l.l| 0y W.. [| 0i ‡? = || tyŸÈ... 
|lt#x|{jÝ !†y km [le\f°, đo đó hoặc tồn tại j:{ & sao 
tHò j[tư; }Ƒ#‡'Đ, ` tức, li ÄY¡...., k phụ thuộc tuyến tính, hoặc 
tốn tại ¿‹< 1 gao ch || 0¡ || = |È€: || = Ú, tức là \. .... Ứt 
phụ thuốc “ tuyển Lính, hoặc {| Dị l =llaNHst= I; *% tử 
đó mọi e¿ trực giao với #„,.... 4 lay .¡. lực giao với 


'sh . .ư.. s'ks 

136. a) Vi /' hữu bạn chiều nên vecL k—it, € lễ biÊu + 
diễn được dưới dạng —#,= Ụ +z.<F.:< _. (xem 
bi 138). 


- Với tuoi € Đ Ea vụ =1 € £, do d 


~ 


I _ tữẻ — w V)— 0, 0 — (0 =3⁄4))=U ‹ 
VÌ. : — #}#=z€ 1c — (P— 8) €E- 
` Từ đó và tử đẳng “thức ke n=P — s)— #] > 
+ — @—z.)]tacó 


_ 
tn>—-fs ft mổ —y ft 4 Íu ~ (— z;) ll* = 
- "s0ef'+HE; (u — #2) lÍŸ => Íz[”: 


Vì vậy + —U I d: ạt giá trị h bét nhất j† z || khỉ Š 


~ 


Lấ = h- z2) = 0, “tức lÀ'ø — g +, _ 


A) 


b) Theo cầu A) tạ có đ° = - || zÏ..> m œ— ®s) — 1› 
F Ý P : k 

_Ụ €{Ð#”.- €6 7*, GiÁ sử'y== Là z Pù" cột cuối của 
` iesi 


định thế Öram 2... cv, # — 24) La trừ đi các cột đần 
đã nhàn với z4 tương trng. Thể thị tại dòng £ cột & + 1 ta 
được 0Ú với mọi 1 < ¿ sŠ É, còn tại đòng & + Lcót *#Ä4 1 
-la được {x7 — #4. z}È=<(z, z). hai triền theo cột cuối 
ta được biêu thức nhãi tim. 4 ~ỏồ Ã... vẻ 


3T. cay Các tỉah chết của tích vôi hưởng thứ thấy dễ 
d:ìng. Chẳng hạn, vNG 


ự. s8 = ;JUeten 0. 


"thì: 'àI hàm /?(a " lên. tục và đương nên nếu tíc h phân đỏ 
f: tin không thị ƒ > 


'_g 


— _£ 


1) lịi(i t:! 
: : ` 
= hộ ÑG “Ã - ' sai, + ` ca 
S. TT xế ( t 
3si11/66 T2 ..Ố 
= COS/1adLv =<.Ì'————| -.==:t,-‹ 
x nq _ Ñz. c ` “ 
cÐ : ) >%y : C9): TẾ. 2A cỊ) 


ww ““" 
` "#081119 12a. : 
* . Sin0iIatrft — = | =U.,-. '- 
lý 4 VÊU œ@ ˆ : 

tỳ xin ® 


%. 

s \ COS/k1 .cOs0ttrdv =: 

] : ` | 
- . ~ P 


lị 
: « ĐH 


_#r : _ `ó “. m 
\ U1)2) =Ƒ< COS(H — 2H13 3s. 


coS(“1 ~‡- _ 
HC: HƯU GHI G6 QGUUNSG SNNMHEG 


œ 
DĐ 0 =⁄: /H, 


xi1, 8ÌMớNX6 xe 


j> „ * k 
Lˆc 
NG\ỄY - — _g03(ñ — m)x- — —- * m2 dư: Gói c0. 


cĂ- ;Á ) 
> ' * cà - VÀ tx * 
^® % - * 


" 
tIC(( 0, mỹ. HI, 


2 — ằ..« 
. * z s % 


.... 


: J-esea .sinn+tÌ:t == 


œ 
j” . ° Sư 
` 


"... _ 
Xin + Đổi — šinGm— 25 dự còn, 


—.—...——Ằ— ===—.— con nv..geốenmằ. 
* = 
: s} : z sNã 
' * x M 
+ * . N 
" , . - 
* LẦN ¿ _ sơ. Về J.V,. 
: = 2 
= lư - - ~- _ + Am 
. - - * k 
* w 
s + 


„ Yếy 1 .fOSFLV, SÌnf1,`/1, 0 nguyên > >>? lrực đi, 
;.C)A Một: cữ Sở, trực: chuầ tỉ của /° gö¡a 2 -—- 1 hàm (2) 


“dạng 3 Ñ; sả, . XxC nh Ó NO k2 5c" xŸ vã Tin hy. ` ˆr (4 “. 3 x.. "xé + 
'as&+ : 
XI th ii #av(v) —— = = ` | - & & rt, 
2N CA cá " V2 V= | : ị : 
„Sim È% .. “ ... ch ung 
.Cak_ :) =— ý | Sẽ k& ®S tt 


.. ÂẲÖ _° 


138. xổ, kiện ất só là hiền nhiền với ¡ ch Š = Cá+‹e dt). 
Ta chứag mình diệu biện” đủ. Nếu chutn trong #2 thủa 
, mãn. diều liện dị cha. thi ta đặt ì , ,&. ` 


` 


Xã ` « BC C3 # g0 —ii<s g9. (1) 


` 


xà chứng quình các tính chất của ích vỎ lniro ng đều thôa 
giấu. Chủ š rằng : 


@: xì = . I'2ell2? —llv+ — +12) =l|+ÚÊv 


nên chuần đã SNø trùng với chuẩn trong không gian Ơclit 
mà tích vẻ hướng dịnh xi bởi C1). 


Trước `hết rỡ tằng ýt, } == 2, +} và. €t, Ấ$ >> Ú nếu 
œ = (l. Đề chứng rà) ÔNG (xay -- 12. U) = Ctụ. /) + (ta. 
Ẻé ta xét hàm tia biển 


c(:t\, -t3. 1/) = (tị ©cV+, U — GEị: ), — KA'a, 2) 


và „chứng anh hị n đỏ đồng nhất bằng không. Ta có 


, TƯ nh +?Ph= la bi? án 
; — Ï) Lu Ù tÊ* -— l| T*% —# [I? - tị T2 s> Ụ 3 3+ 
"na... 


Thea gia thiết - ~ 
lợn + + 0] 2 s= 313, se # + 3 y2 <- 
~ll#i+ự— +3 2I?. 2 


do' đỏ thay vấo biểu thức cỦn' c(.U¡. ty» ) tạ được -. 


¿(3 ,- tạ, 1) =~ —llAa+0—ali “ lÏt— —~x¿1 KE 
+li*++-zll?— lf*i — #°-‹ÍI£v+.0 3° + 
_ ¬+-£ Vy — jrt. : (3) 


LñY một nửa biểu thúc (2) công với auột nút: biểu thức 
(5) ta Win: : 


F “ ] « 4 ` R vẽ ¬.— bu ` 
CS #ạc g) = — Cll#++#+-#ill2+llxs-+u—as HP)— 


v 5 và =2 k * “ P x s 
——(ll*#.—U +.+¿ lÍ” +.l+s — #— 2l”) — 
—its +- 0? + la +— ÉP. 

Theo g!1 thiết đấu ngoặc Thức chất bằng +; + H - _ 
“L || A ||Ê. còu di u ngoặc thứ hui búngg — || tạ — II ?*— 
L + [[?. do đó $ÓC(, t¿, /) đồng nhất bằng. L... “. 8® 
- Bè chứng: nưnh (A+, Uỳ ==2.{.t.1/y tà xét hàn là Cung = 
= Qt, Ụ) — '*ớ, /}). với 5 đà thuốt gố thực ty ` ' 
Tử định nghĩa của Cơ, Hy lo CÍ) la có ngây: 
"“. N ; *..® # Hà | 
HS CN |? se Ú NA UV) 


ˆ ` Š:% - ~-* .# b, : - “ 3 : + * * ~- 
Vi vày với nuội số nguyên @£ ta có (Trong đó siớn ứt là đểm 
sửa 1). 


(at, w) == (sign xỆC + ««. +: t)‹ 12 vn, > 
=. sign HỊ- c U* -Í‡Ÿ-... +- Cr,U?Ì =: 5 
= | " tị Si„an TH Ợ 3 Mỳ œ:: /MÄ, bế 


`... su. XI Su2ng, sử „ : 3 
tre là \ 2?) == HÍ. Với số hữu Hổ =x — ..U.9 nguyên tteo 
&á | “%6 b b .. N/ \ 
XP 2 mì == i:—— T vÃ Ụ; ` 7 “in q ca: 2) —- 
1g 1ý... 5 VÔ... 3.2, 
=—.ˆ C#. 1J) ‹ 
J 
tíC RU NẾC) — với mộoÏï số hữu LÍ ơ 


Ví hàm: có Hóa tục 


"‡\ - triết tiều 


tai mọi số litH ĩ nêu 


tr(A) = Ú. tức là” (4t, J2 —=1Xt, /Š với muội số iực 2. 


139. Nếu và Ƒ Ì 
đẳng cíấu, và :E—«F' 
mot IỢ sở của Ƒ là tnột cơ sở của 


là nhọ Kkhỏpxz dian Oclit hiền hạn ớ “hiền 
là ảnh xạ đẳng cấu thị ảnh của 


f*,. đa đồdim PP = cinF, 


Đảo lại, giả sử và P tà bai không gian OelitC hữu hạn 


chiều mã đũn 2 == địa È —: #⁄„ (Thọà trong # nội cơ sở 
trực chuẩn €,.., 92 và trong /2 mỘt cớ sở trực chi ìn 
fix«e fn‹ lập ảnh xạ 2: —~#' đặt tưởng từng với mỗi 


*t* 


vecti 


` € È..€ =< ^ 


$ là únh xạ "N ciũt tủ Kiiông 


tt vectrr , Nếu d 


, 


b) (rước BỂI nến # lý noi Rhông 
điểm đưỢC đy‹ đ2-..4 2,2 thì theo bà 


tiệL cớ Sĩ ErŒ €Ï 1H Ìn ý, ...«« 


„ˆ “ 
í n ... 
* 


LẢ n * 
- ie, với ï sec l‡ =z ) &¡ƒy. 1B trắng: 


tr | 
đián veelz /2 tới không 
" 


lít: Phí 2 ”) z ỒC \JJ¡. do do 
, ——' 


ì 


/2(#), 2t) .. 


tin (}cllÍ CÓ cứ Sở 
äp 133, R xữ cỏ 
Phhng 


tẾ 
-. 
lÃi 


T[mrene it nẻỏi 


Cử SỞ lrực chu tìn Z‹ cz««<, Zas«x Lập ảnh xã @ : tên _— như. 


- 
¬ 


long cầu 1): veclo tr —: ê 'œ¡#; dặt lương trodg với 


=1 
' * .~. ^ 
vectœ ‹C\') TT. ) "it. 
—_— 


Thể thì ẹ là một ảnh xạ dã ẳng cất, từ không gia Oclit 
tới không gian ƠeliL #, 
140, b) Nếu œ&£ là Lò hợp * uyên tỉnh của tập ANH { thị 


% == La su xổ, do đó —# -†- “> ey. J = Ù, 
ycANH|' ` - y€ASé{‡| 
chủng tô tập -L độc lặp tuyến.,tính.. : 

Ví dụ sau đày chung tỏ có Lập 1ihụ thuộc tuyến Lính nà 
không có phán tứ nào của nó là tồ hợp tuyến t?ah của 
các phẫu lử côn lại. Xem tập số nguyên Z2 như một mò- 
đun trên chính nó. `Với hai số nguyên tố Pu: P2 c4. 
Đì *“ Pa ta CÓ _.. Lộ lâu 


(— Đ)P _ PiP mm Ú. 


chứng tỏ tí ñp [mu 2] phụ thuộc tuyển tính, nhượng hỏng 

tồn tại số nguyên ứ, ð nào đÈ 0) = 0Ø+ hoẶc ?,„ - --d/- 

Ăc) Chẳng hạn tập số phức.C có thể xem là một tnóđtun 

trên ci... hÓ hoặc ïolsmóđun rên trường số thực R. 

Tập {1,i[ độc lập tuyến tính trên R nhứ nự pÌnt: mơn 

tuyến tỉnh trên €, s v5 2É" vêu 
141. a) Lập ảnh 'xạ: °: ÀI —› dự đặt tương tÍhz mỗi 


phần LỬ + €@ 3í, + = š.LŸ gi với phần tử  € Àf mà 


1iẰ©€l ` # , 


¬›` j—nÿ ø thị kã là một döng” cïñ0 tmỏđutn và $V¡) = tí 


_† €1. S5 toà Vế t<sử  iÁC ` 
Nếu `: -M — 'Àƒ}? là mhột đồng. cấu và ` tị )° = Mù : < 
thì: lu ng `... “ 5 
wœ=»(Ð | Lành Ế« x zitt€t\) =. &- 
tc{- Í si 
=-. ân Ø1) s= rD(:Vb dœ dó t == 1) ‹- 


Xét 


b) ì Xu M và 4/' là bai mỏđun Lực do nà CƠ SỞ CÓ cỉ 10E 
lực lượng, chẳng hạn A/ có cơ SỞ |Xilj<zq VÀ À/ có cú s 


ễ. 


l#lie &I thì ảnh xạ @ : 3ƒ —> CAU “nh trong câu a) chỉaŸ 


là một đẳng cấu. ` - 
142. a) Giả sử vành ¿Í gồnt các số hức ¿ +c@v ö: 

œ, b € Z2. Áƒ là iđệnan của 4l sinh bởi 3 và 1 -+- V3¡. Thì 
thì 1ƒ là miột snödub trên vành ;Í với phép còng và nhật 
-ố phức thông thường, Chú ý rằng trong 4ƒ mọi tập dội 
làp tuyến tỉnh chỉ göin một phiin từ, uất khác vì 3ƒ khúng 
phải là một, iđẻan chính của vành .1i nên 4ƒ không-có nh 
sinh nào 'gồn một phần tử. Vậy móđun 3/ không cc 
Cư SỞ, 

"h} Lấy..\ Eế vành 2s ắc số nguyên dÒng dt tr}! Sen 
tr một môđun trên chính nó, 2Í = [| Ú, 1, 59, 3, 4, ð| 
ương đỏ 4n là lớp đồng: đực chứa n, ö -:ÝÓÒ r! << 5. lồ ràng 
tỏdtn ¿AI có cờ số lÀ TÍ nền TÀ một môdun tế do, Mặ 


khúc phần tử 3 2s 0 nhưng LẬP l3] 6 Sm một phần tử ð 
khong đòc lầp tuyến tính, vì 32.39 =. : 


113, a) Nét ví dụ trong câu a) bài tập trên. A là vàn] 
cóc sở phức a4 + Ò Vi ¡.z,0 Œ€ Z thị .t xem như trỏ 


móỏdtun- trêu cbính 0ó sẽ lít Hàn tra0diG( xiclic sinh bơi 
phin tử 1, 3 là iđêan của vành?.\ sinh hồi 2 và L +} V%¿. 
Sẽ là mỏdun con của 119ođúnđ ¿( nbĩrng k thông phải là 
mỏdtin xielic. ì : 

b) Giá sử J/ là một mỏdun xielie trên. _XĂỂN 4 SỐ ƒ nguyên 
Z và Àf sinh bối phần-Ltử œ, V lữ nuột möđuún con của 3/, 
Giá sứt ở là sở nguyên dương bé nhất sao chủ ng @€ ÁÝ, Ta 
chứng minh V iš một mỏdun xíc e trên 2Z sinh bởi phần 
tứ ước. Thậi vậy, với mọi số nguyên n € 2 mà ma €N, 
lú có 
í fñ\ = ng --r,  UÚ s< r < da, 
do đỏ : | 

t1 (0H) + ra = q(nd) + ra. 


Vậy ra — ma — g( 1o) € Ý, do đó nếu r z<f0) thì trải với 
cách chọn ? Vấy mọi phần tử ứ1+ € 2V đều có đang na = 
= q(„2}), Lức là móditn NV sinh bởi nứ. 

Tu a) Giá sử v) = (0). Cuế thì ý = [vự = € 
e€ .(I,và =1.  =lU, dÌ € _\. bây giờ giả sử d € 0œ), 
1gha là đt = Ú. Thể thì vị z1 giao hoán, 


“j == uÉct) = (ac)+' = (cd)t£ = c(av) = 0. 


Vậy ứ € G2, dỏ đỏ -U+) C 0). Do dối xứng, ta có 
J(u) Œ 0(z) và vì vậy Ú(+) = 0}. Tr 

b) XéL tập Äƒ — {@w, ý, z} với phép cộng cho bởi 
II) §NH:,............ 


Œ œ 43 Ụ “= 

v ế 3 W 

J}¡ g9 #'`e *. 
: °  # «4 


` Để thíy rằng M tú mdtan trên vành số nguyên Z4 trong 
'=đỏ na hiều là bói 2! của: +; phiần tử không chỉnh là « 

Môođun con xiclie sinh bởi là (x) = đà. +}, còn môdđun 
con xielic sinh bởi 1 là Œ) = I«- gị 3 ` Gà Äit khác 
0+) = ÚC) = 22.5 : 
- =@c) Ánh x2: (E) — 1/0) đặt tương từng phần tứ. 
qz,qa€ Á với đớp + 0v) là mội đẳng cấu móc 


145. c) Theo gi thiết hệ thức :} TT == ( kéo theo 
x ¡€©[I : 


kị =U với mọi ¿ € 1. Do đó nếu từ ong mỗi lớp vị vhọn 
-_ một phim | tử tỊị tuy # thì. )ìM U/Ài C3 ¡p và họ (0i. độc 
~~- ,ICI 


lập tuyển tỉnh. Hơn nữa tử điều trẻn cũng Suy ra rằng 
nếu 37; là xuỏđun oi của Ä/ sian bởi (0i), ... ¬ thi 


Äfị ^A Äf;„ —= {0|. Cuối cùng, vị mỗi phần Lử: thuộc 1Ị 87, lá 


một tö hợp; tuyến tỉnh của họ Ct¡ iŒI ¡tiên mỗi + < Nị 


nằm trong một lớp (theo 3f¡) với một tỒ hợp tuyển tính 
của họ );<r‹ do đó hiệu của chúng thuộc J/,. Vậy 
ÀM = ft -+- AF;. - - 

146. Chủ ý rằng nếu xent vành số nguyên Z2 như mi 
môđun trên chính ó thì mỗi môđua con 3/ của môđun 42 
phải là một iđếan của vành Z2. Nhưng hai iđêan bít kỹ 
của vành: số nguyên 2 đều có giao khác khong, do đó 3? 
không thể là hạng tử trực tiếp của imöđún Z2, 

1+7. Với mọi +: 0U thuộc 3f ta éỏ ÝŸ =—= Ji là mộ: 
méóđui: cón của , nên nếu xã là HÔI mìoöđú(0 đơn Lhị 
ax=-|U| hoặc Ax=— ẢÀf.. ”.. 
+ Giá sử .lxv = |0}. Lúc đó, tập ÄX =-[mé+ | m €& {| là 
mọi tmỏdun con của 3ƒ nén VX — đ/ (ví có :c € X, tt =0). 
-Nếu tập X vô hạn thị nó chứa miột myöđút( cop tre sứ 


kh 


là 2À == j320kC | tr € ⁄{, VY: vày tạp Á hữu bạn và do 
đó tỏn tại số uyên bé nhất ð sao cho n£ = Ú. Nếu n 
. không nguyên tố, chẳng hạn ø = £f thì X' =|ntx | m„€ 2Ì 
“!à một môđun eon thực sự của X. Vậy r ft = , nguyên lữ 
& 3f gồm đó *Ø phán: tứ. -ˆ_C. Và” Su Vi Gia : 
“t40. Giả sử ƒ + Aƒ —- là một dùôg ï tu tử rửôđuni đơn 
- 4ý lới tuôdui đơn ÄX. Vi f(ài ) p một môđuớy con của V 
“nếu /(Aƒ) => [0| hoặc /(42) =: X. Nếu ƒ không. phíi là 
đồng cñu không thì À têy c= Nụ ruNNG là ƒ là một toàn 
cấu. Mặt khác lc?/=: [¿ £ 3í {: f(#) =- f là raột xaôđui: 
con của đƒ, và vì ƒ KD 9 nén tì vỏ: Ket, = d0): xây ị là 
: mới đẳng cấu. ˆ | : 
149, n) Xemi bài tập 111. Ý-. ẻ *x ^-- 
b) GiÃ sử: 3/ là rxuội móđun nứa. đơn, N tà injt môđun 
con" của 3/, Ta chứng mịỉalt rằng mnọi môđun con Vị của 
tà "hạng Llử trực tiếp của 2V. Vị N, lị, một moỏodun con 
của ,À/ nén : lề: `” DA. ' 


..>.. 


° lí —. my = đt. 

Giả sử * = 3y A X. Thể thì V-= Ấy @ Ất. 

cà Giả sử s* {U‡ là một môödun còn của mỏdưu nứa 
đơii 3ƒ trên một vành .1, Với mỗi ®£ € V,+~ s<Ú tú có | 
t¿ móđnn eanxielie của Ñ sinh bởi +. Nếu xen 24L: là một 
t0óđua trên chính nó ti đồng cấu / : :L—> cÍE, "na |— đa. 
¡+ € 1có Ñ`=— Nerf là zmội by trải của vành 8. Tiieo 
bò để Zoóc, Ñ được chứa F trong một iđểan trải với tôi 
đại Ø của vành 21, Thể thị Ha đài một moödun cón tôi đại 
sữa mmóỏdun.¿lat và theo eâtÊ Bị), Đa cũng là môi hạng lũ. 


trực tiết: của .1x : š % `. 
cv. . N _at = DA, @ TNG..., dụ, Š 
Lư Lôi tại trong Áœ nêu VN ụ môi möđio con tiêu của 


PA 2 39 0/ Y5 


14a, tức là củ "àN: so 4 `: ..: 
1” 

| đd) Theo câu ©) môi tin nữ: đơn DH chứa các TH 0N VY 
te nạ: Giá sử A/„ là tông của Lất cí các mỏdun cón đ đư " của 


Kì?” 


Ũ 


-~ 


tnr+ỏođủn 3ƒ. Nếu đí, == A/ thì ý —= lí, @ À, diong đỏ 
-W #.[0]: và theö cảu c)-W chủa' „một ñuôđùn .coiq đơn, trái 
.với định nghĩa cư .Me~ Xây, AfF. = .1/a-:là. tồng trực Liể p 
-các Thôđun: con: đơn.” 


- 


-1ã0. _." Gi i# sử: độc == 4T, đã, RA, tấU cả “cẶc, đấy, vệ: ;hận. 
"&ỡ nguyễi - H € Đề vú 1.2 Ẩn, 


¬ ^ 


¬ Nà Vu. bi. `2 € Z.— 
Nếu định nghĩa phép. cộng “và phép nhân các “dãy 
theo từng. thành phần thí :( là một vành giao hoán 
chứnT, đơn vị 'e = (l, l,... 13. Do đó: nếu xem „1: là, một 
;nÔđún, trên -chíúh: ,n0Ó- thứ tủ Ậ: -„ mỘt. mỏđin 'xiclie” sinh 
bởi..e.“Nét: /Ø tà tập: con của gồm lứt cả các) dãy Z 
trong đó chỉ có mội số hữu ' hạn ‹r¡ =& (). H\õ ràng B cũng 
là một mỏđưn trên vành A và là môđuu con của möỏđun 
xielic a(. Tuy nhiên j không phải là một mỏöđun hữu hạn 
sinh. Thật vậy, giả sử # có hệ sinh hữu hạn 24,#zu.«‹, 2v 
và ? là chỉ số lớn nhất của các hành phầa khác không 
ga 2 ¿ = 1,«Ắ, & “hì một veclz thuộc Ø có thùnh phần 
thứ ¿:-E 1 khác kLòng sẽ không biểu thị tuyến: tính th 
qua hệ 44; 24, ...‹ 2k. - . 
bà Chứng. mình tương tự câu c bài tập 146. 


- s81, (a) = , (bỳ. Giả sử có chuỗi môđu nỶ con của AF-: 
AM: C Mư.C=« 


Ẫc.ˆ” THÁM S*k* s76" '. #24 set *f XE sứy tẾYV đấct Si VA t6,2 
Xét X. = 4 MF:. Thập giả thiết môđưn con .ÝV hữu Đun 
¡=1 
sinh, chẳng hạn các phần tử sinh. là +. d2 sen T+k Mỡ 
phần tử .r¡ thuộc một môđun can g, nào đó, vi + vậy tồn 
tại xrột chỉ số Fì SAO cho : x-. : 


: . tị, =, 1°s.e;, tk Œ Mu nh 


Thứ thị N — 37;,ửa đô ÄFfa = 3fvv¡ = << . 


(b) = (c). Giả sứ Vụ là tmiột phần từ của tập €, Nếu Ày 
chưa tối dại thị nó được chứa thực sự trong thốt Arỏdun 
ng +. Theo quy pạp, ÈU dĩ có môdun dọn Vị và nếu 
-¡ chưa Lối đại thì A; được chứa Lhực sự trong Niột mó-: 
đun con Ý;„r, và nÌựt vậy ta sẽ xảy dựng được môi chuỗi 
tắng vỏ hạn gác mỏđun con của 3/, trải vớửi (DỀ- _.. 

(c) = (3). Giá sử Ý là một mỏđúa con của 2V, +. là tiột ˆ 
phầa tử thuộc V,. Ta kỷ hiện mòđun con sinh bởi + ,là 
(2.3. Nếu (ty) #<.V 0n tồn tại +; € X, +¿; €& Œt,Ồ. liếp 
Lực (lco quv nạp ta xây dựng được chuốÍ ng các tiöểun, 
còn của /Ý: 


tư Œ v0 Ciu đụ, la) Cá. ° #8 


Tập các môdun cán đó chứa phần, tử (ổi đại, ' chẳng liận 
(Ta, sục cà. Uy). rõ rằng môdun côn này ; phải bắng Ý, do 
đỏ V là môđún hữu hạn sinh, 


- 15, 1) Giú sử œ và ÿ là hai phần tử tuïn hoàn của 
niỏtgt th Ư, ¿ € D(x), Ð é UD(P),v xẻ D xe 0, "Phí thì 
vi (+ +.) = (œb)+v -+ tu”) jÿ 7Ez 
—I (t (1) "" + (œ) J} == 
“=0 VN) 1h ứ (bỤ) z= 
Vì sử s« Ù nên ® + là môi “nu Llử tuïin hưcn. Tượng 
tư, với mọi c € 41, ce/ cñhg là mệt phần tử tuần hoàn, 
s HH): Giá sử 1 =2 XxZ là Lập các cặp số nguyên với phép 
cộng và thân hịco Lừng cành phẩm, Thể thì äÃ tà niột 
vành gia hoàn chứa rốc cửa khỏi là các cặp (my, 0), (0, 
¡). Cuï..\ alhứr mộội môódnn trên chính đó và xói + s= C1, 0), 
_  == (U, 1} tà hai ph n tử thuốc môđun 24. l6 ràng 0 (3) Lợi N 
và (0) +, những. +Ð ứ =- (L, 1) có tiệt “¬© tJ) —= 
Viyy Lập các phần lử tuïn tàn ci ịạ mdỏduïn -Í không *o 
tln nh mội inủđiin tr, ©Ñ0. Tc. 
-162. a) Nét ảnh xa /:,31ƒ7¡ — (1/, + M„)Ƒ, M2 Ẵ 4 tương 
từng. môi phần từ dt Œ 4/ với lớn ghép sa Mạ, Dễ thí 


rắng'/ là một toàn cầu tmödun và dong thời Xet/ =: đứ, £V 
^ N.. Đao đó M3: AN: -8fz đẳng c ấu với (3/7, +: 1f;)| 3a. 
b) Xót Lần xạ Ø: M{-T, « 3A; đặt tương trog môi lời 
ghép + -+ đí;: - + 3ƒ) với lờp ghép + + 3;¿. Ảnh xí ÿ 
cũng. là một toàn cấu mtỏođun và IXerJ göm cá "ló p ghọp, 
Œ.-F 4y mã ^- Lê tức -là hoi = K co óc Dø đöặta cô: 
đẳng cấu cin tìm, ˆ Ặ z | " 
` 1ấ-+. Trước hÈL lì e hửng minh rững „ều thôa mãn điều 
kiện trong cầu, a) thì (a: có 0) rỏi sau đỏ chứng ' tai nh a2, 
“Giả sử tòn tại 2: 31/'”— M say cho đø == #ự¿. Với nuọi 
4 € Mứ ln có 


gíw — - (øC °))) = = U(v) —. J2 (ụ (+)) = 
_ = 4Œ) - —~ ø(+)=.0.- 
đo đó + — 2 (u()) = Rerg, Vậy 
'Äf == Kerg - [nt2. 
Ta chứng mmính đồ tà tông trực tiếp. Giá sử với  € 3 
c={ HU P3 € Norở, š € sẽ đhiệ. (1) 
“Thế thị + =1(0), to € 3£, đọ đá 


'gŒ®) =0 + ;)—=9() + Œ) = -ø(@G) = tt. 
Vậy pl¿ìn tử tð được xúcđịnh duy nhất bởi phíìn tử vé, đo 
đó z cũng được xúc định duy nhất bởi +. Vậy sự phân 
tích C1) là duy ahf, và Aƒ = er @, Im. Tương tự, nếu 
tỒn Lai tậ: Jf >.3ƒ` sao cho 1ƒ =7 Eụẹ, thí 3 = Ăn & SÀN #§ 

Dây giờ gia Rứ Lồn tại tệ: Tông Gói Àf sao, cho ø PP == ụy 
Thế thí theo trên. h ÔNG 


J/ —= Ecr¿ @® lu =- lay ® nà 


vì theo gữ( thiết EBn/ = lterg. , 
đập ảnh xa sp: đf — đf? như sau. Với # căI, giả sử 
\W:e ¬ Ôn tha, + = [m\/..tạ € Xà, : 


thi đặt s(r) Š =/"!(œ L)‹ Hồ tảng ảnh xạ sệ hoàn toàn xác 
định, sp là một đồng cấu. và TT =: suy, 


CHƯNG ñV: 


ẢNH NẠ TUYỂN TỈNH VÀ MA THẬN `, 


1ã5. b) Ƒ sHV Điền khí và chỉ khi 0 = 1Ì hoi đ@ =— 3 
c) Với ð@ =: thị | 
Ked/ = [CC H,Z) + + g + re BỊ, 
Im/ z Ít, ở, tì Tà sĩ thức túy v, 
Vớởj*+ =- —?? thị ắ 
v nó. : ` 
- Nen/ =: |(1,-+v, 4) |+ là số (hực lay ÝỶ: 


Em =:' |[Œt, ÚỤ, —# —0) †ứ, p là các số thực, 


.. `“. 


¬ I°Ð —ỉ l | 2 
—. È...4 .—i1 9. —I 
_Đ) rank/ =. 3, du f ý sai 1. 

197. a) "- ƒ =- `, de/ƒ =: ],_ "s h s3“... 

lenr/ =: [—-127 — 7e “+ tha + đươ, | a € l‡ 
: 4 lũy Ÿ|, 
huƒ =-: {ÚÐppac — ạ*;¿ Ý+ hạng + C7 Ý hà + 
+ 2bạ) #1 Ðy, bạ, bạ là sắc số tÍmrc tày ÝỊ. 
m - lê s= "w-` 


bộ §. 16” 1 
+ 
« 


L3, g) tainKƒ za dđì/CVÝ) = ũn {Ner/ s- diut ÉP -~ 
—: điểy Ke#/ = đâm V —. de Ít. 
c}ỳ lXÝ hiế TY t.„ cai "6A Rer fc 1a chứng nĩnh . 
that /⁄,= tin (L) + dim X4 .ẻe ¬ `. bus Œ@) 
“Thật vậy v.v xứ đề . T..lÀC niột CƠ SỞ của s ZÊo Bồ xung 
_ CÁC VECUV ¡ «<2 đề «4 suối cŒ sở" của f,. Thể thì 


Ƒ(0¡)..-- THỊ (4) & một cơ &§? của / Cổ.) vì rõ văng aó Tà mi 
hệ sinh. crủa Tin ' cả hệ đó độc tập tuyến tính vị nếti 


í ( ớ 
_, sỆ (WÒ =1. thi kL.. *, ziï % : 
: ¡=l Tà.“ = „ ImTÌ ` 
- tức lÀ k 2t 10ì S= ` ôiị . „ b. tt Đổ Er te. 
& ii Xu , 
'Fừ đẳng thức vữa tiiứng tính và từ chỗ /s 7 Rvr/ tá 


có đn  -- dđịn/(!) + tiên hs >< dủunƒ/ (1.) Kở địt: Eer/. 
Vậy dimu/ 2) < dim E «€ đút / (02) -E def/, 


* d) l3¿d 222 << : lo (/.}. Ta có hàec/CC ' VN (.) xe /,`,tlo đỏ 
#* Á Rerƒf = Ner/, Vị vâv-nÊuU tlnwv f2 bởi 2° vàn dẫng 
thức (E} ta được 


dim 7ˆ = dín/() -Ð det/. _#y 
Vi Ƒ(12)-= 1, nên đâm / 7273 đùn/,, do đó theo (2) 
„tdinm /2 ° di, + de /. + | 
Mật khác v(/(1 ) =. f./SNI(V 11, th đo 


đữn/Ƒ Œ ) =- dịm ', ¬ dan /€ ) — tỈHm (/, -- /(\ 1}. 
` Xxdion/, ‹Bdim/() —,dlim UP + địm £ -- dẹfƒ, 


-—- 
xc 


Vi-vay Bị €2) la lại được 
dịm 2ˆ =z dùn Ƒ()- .h tu ⁄ -> dim b 


c) Ví V là mọi khong gian hữu hạn chiều: né! với mọi 
không gian. con /2 CC Ý tạ có din,f„ -& dùn É, trong. đó dấu 
bằng chỉ xây ra khi +L= ÝV. “Đo đó. _ : 

ranh ƒ = dim V « ƒ/ là pột toà cấu, 

địt khác theo cầu a) : : h 
: tranh  — — dim ƒ «+ deƒ/ = Ð œ ƒ/- là một đơn cấu, 
vị vậy một Irong các điều kiện đó (lầu eho tạ /£ là mội 
đẳng cấu. “” ' 

159, a) Hỗ rùng nếu 7Œ) = V.thi vời mọi phép biếu 
đổi luyến Lính ụ "- 0của Ÿ,la có g/ z- Ù, Nếu /(Ÿ) = 
= Ý'? &«Ằƒ thì gi sử V = V' © W. W là bút trực tiếp của. 
_Ý, Nói s— x g: W —x V mià "với mỗi + € Ì,£7+'+Ụ 
„"€ Ÿ,ựC  V ta đặt ú(t) —= Ú. Thể ' thì đá màỘi 
phép biến v: Mị tuyến tính của: Ý, +2 U và ¿# = Ù, | 

b) Nếu tích /y Hi Hội ánh xã đồng nhất thí g phối là 
mi đơn cấu tứ Ý tới Ê, do đó theo bài trên Ø cũng là môi 
đẳng cu. Tương tt ƒ E anot đẳng cấu Hgirưực của Ø. 

160. a) Hỗ ràng /` không. phải lít một đơn cất nên không 
phải là một tự đẳng € cấu của \¿ Ta chứng mình / là mội 
toàn cấu, Để thấy rằng / là một ảnh xa tuyến, tỉnh, Với , 
mỗi 2 € # lồn lại & nguyên. đương để cIẾT. 


-k 

~Eemeei U?., zk s« 

¡e1 
'Lây li = Bụ: tị + Zi#Z»v Ð ‹. C Êy tay c¡ 2v 1$, trong sủ 
8< tùy #, Thể, thị /ƒ() = +. SẠ 


bì LAN : Ự ~> Ý mà:7(®A¿) = Y¿;u ( = SIÁ 2,.. lÍñ ràng 
+ lít một đơn c?UU, tự la nh xạ tông nhất củ: ú Ứ mà không 
phải là một loàn cấu vì x;i„y $#  CÈ). : 


Lới ~ -¿U Co hành Ầ, cON/, S114. .., COSDI, sim lập LÍ: MIN 
:mớit eœ số của EU đo, dò dđịn E —= 3n +1. ~ c 
:;B) jbằng quy,  1Ap theo, ÿ: để dã ảng. G hứ ng tố cắng 

X40 %,-ÄÓc 


xẽ (*( 9) =+ Ạ +3): 


“đo tia r (2711) = „ Œ: . E= x)= = + 'eŒ), tức, tà ; đà ảnh xe 
dˆ \ nh. ˆ ‹ ⁄Š 
c} DĐ dũng thấy trắng ảnh xi j:: V— Ư mà 
Ly z)J (() = # (: —, n 
"là ảnh › Xứ nưược của l»‹ da đỡ h là một mat ảnh, 
Vậy": ler ƒ/=:0 và Dn f= . Lộc vẽ 
169. an) Giá sử 4/ là bù trực tiếp trủn /, trong ¿ lức tà 
VW— L @ Äƒ. Mỏi vecLy + .=.. biểu điển một cách đuy 
nhật chưới dạng m : BÍ : 


§z. e=1-+=. €1. ¿+ <6 1. 
zảnh xi Tế) — Ý sả ˆ3-Ó ý li mới ảnh xụ Hiyển tín) 
và Im [ƒ z= k, 
b) Ánh xạ g: V— V yaià s£) = =. (xem cảu 1) là Làa 
tình xa thyển Lính và Net ¿ == /. : - | 


163. màn lM củ sở F Xa sexen VỤ È" la /^ H và bỏ png canh 
ve. SỬ 2 se đc (00/1244 2 ca /s¿ THể thị VÊt¿ -j)«:¿, /CP,) 
tà cứ sơ của¿t /C/,), váy đỏ xin / ha = /)——'4s 

li) E.ấy co sở /U1) s---: ;œ,) của MA /() Vi cơ sỐ 

$¿ suy #¿. (60: Thể Lhi. ty em Egseezy TÀ TỘC CƠ SỞ 
của .= ; CMb da. đó ` 


cim £ '(ÄF)=>z + =—r d-m— rank/: 


m 


xz lim Ker/=:. m— rat-k ƒ: 


LÓ+. ran ta “¬ 2) = định (u(V) + n n(1)) s dị kiếi ) Kuà 


+ dim CŸ) = ank r -†-rank-t- 
rank (tu) = “đim ñ¿(Ý) == đím HH Ủ)J < dim ⁄Œ), Mì À, 
+© đùun 0V}, 8 = 

Vậy tank (uớ) < kiưn (rankeu, tạnh 0). "II Tên sa - : 


dlef (uø) == == dim Rer (tu). lÌố ràng ki (wu ¬ ¬FEer mm 
Gia sử đímn Re ? = &, “đim lxer: (uuỳ—r. vũ “y3 8k 
là nyột tự sở của Ket . 13ö sung Lời cơ sở của Rer trờ là. 
đt cao Ea geaa đe R chứng minh 0tk„r) sex. 0V Di là 
mọt hệ thống đội: lại tuyến tính thạc Kết 0. 

Phát xây, nếu š dạ § - 


l.«Ẳ = s “ : : * II : . :, = 


Ztya 8Œ c¡) đọ + zr+r€r;)= 


~Ihịi ¿ 
"3 LỆ „ ¡ tivi „ Ả- z3.) =0, .- 
tịœ to ` I} c- 2Z\ % +t * | -E ... %r Uy — ltetr??: 
+ + 
° x ` 
Vị vậy l4 cÓ 1} (Ú đổ sHV F1 Zvvï¡ S.c.SỶ2z¿<==ll 
Nh: vậy: dữu Reir 0 3> Ð = &, da. dó b 


đín Rer (00) <{ đần Rếr ứ + dịm Net ð, hay: 
đứf (2) :C:đof d + deŸ 0. . 


t5. Ta có ề 


"tửnk (urm}==< dim uứun (E)) >3 tim (a()Jat€ E) A JNuor 01) == 
1... .. MỢ?) —-dimXu(f? xh x Rct Ð). °. cờ”, 


Đe đó cm (C2 }“ RKer 2) = rankiu— piifk (uiò ; Nến: 
đim #2 =0 thí đím Rcr2==r— rauk 0. do đỏ rank — 
rant] Cu) = =dim Cư })¬Ner 0) “dữm Ner 2= “~o— rank”, 
Vay tran (uớ) > rankK tu -ˆ rank Đ0— 0t. Vị ranh (0) >0 

vá kết họp với bài trên ta được máu. (0, ranE ứ-- rank 
xi— nà >{ ranR (bu) z7 mìn (rank ứ. ranE ĐỒ. Á.. la 


,.L66#a) Giá sử #! => lcr , £= f'€ Œ. Lập ánh xạ :t 
lm 0 —~ £ như sau. Với € Im 0ö tồi: tủ + € dễ: ð(.C= 
&=z ly "Phần tử n4 . phân tích ch ăn một cách duy nhĩ 


, 


` 


thành .. ` „ “ 
Ẳ xr == Ít + ta. ¿„,€Œ. “- 

Phần tử a&¿ “€ G xác định duy nhất lởi g, vì,nếu e€ 
^°€Euê ĐỆ£ } z= = và & ii ĐỘT ĐIỆN se Vi HA 
= {12v )= .. do đồ + — 2 = Pa#=ễ.|0I. 1 
thị ta đặt ¿p°(U) = +. Hỗ ràng tð` là ntột ảnh xạ vo: 
tiah. Giả sử @ là một ảnh x tít | tính Lừ £@ tới Ø m 
cải thu hẹp cúa ở trên hú trùng với 21, T bế. LHÌ tư — t 

Ð) Tà lu được dịu lý ba đường HH dóc.. 


167. 8) £ œ Èf ià hiển hiến,Giả sử 2: = VV — Reret 
"Thế thi s TẢ =—= #\*! Gv) =0, do ở đó z(+) € Reral=/ 

b) Then cầu trên i23 CY,do đó $CY. Giả sử c 
đ;,y € Í2 khỏint#fr đồng thời bắng Ú, sao cho 


(+ 


Z¡tụ “—.-.- .~— Zr‡tz ¬- 2i(tÐ¡) —. ¬.= ñv2(m) —= 
Vị ứy,...vư, dộc lặp Luyến tỉnh, nén ÍP nhất có ;a€ 


tì se U..Ín có . : `. 
P;eC¡) xơ. K +- 2¿#( t0) —— E110 Z¡tt sa ( k-Xš Kế = X = 
= hÈ? @'> . Vậy s.. 


: .°' Sa (6,294) + Be(is))7= =°0, ai 
T† (yaroy +:4 + † „XE =. 1y ` : 
to đò - ĐH + eiefutH¿- €. KXereÏˆ ""...“ˆ tua lt 
đỏ biểu thị tuyển tỉnh được qua c0 SỞ |H1o...«ty Địs.«e? 
cửa Í, và ta thú dược mỘI, hệ thức giữa Hị, y, 0y ma € 
Í NHẬN, qhiốt By s£.0‹ trái giá thiết hệ 


vịt : " s\ ynny- 3) Hự, xx.esiỦgo T1. .e Hi] á h 

độc lập Luyển tỉnh:,“.... - - _.. : : 
168. 1) VỊ I,«t,.. va An là một í cớ sở của tư, trẻ tần 1 

diuwyenhfff' một phép, biến bài tuyển tín b của Vo Xi 


to 1tcX) —: trỆC). Ñ.— I), Ì..... t. 


LẠ) 
s1 


Đồ chưng mình sự là một bự đếng cấu chí cần chứng 
lò ring 0 .(t),.<tyŒc) là niệt cơ sở của Ứaạ, g. <: “TẾ 

. Í)iều nảy: cỏ thể suy, tử bài Lập 112 hoặc chứng suinh. 
tin tiếp. rằng tr . lá một tập độc: lập tuyển Lính, 

b} Rã. Tăng, p là mất nh xạ tuyến tỉnh. -Vời 1ø 3 


n K= 
. ' ` 
—.. : - ĐC, tì cối * : N `... s LÓI, 
l : Š h 
k:z=o- : \ ..kGG l 


no) `... The trào, X 


` ^ 
—_ ° .*^.* 
k - -Ã 
` ¬ + - «+ 
» _ 
* 
= ve * * 


Vị các đa thức ứy. É— -hh” đợc tập tuyến tính, - nẻa 
(¿1} = Ð khí và chỉ Khi kòy = lI lức là by = Ù với mọi 


& =- 1, 32,..., 0. Vậy BScre lắ tập các dâ thức bậc Khoủg. 
biểu Quoc (13 chứng tô Em là khóig gian còa của Dị, 
g3m1 các đa (hức bậc << d— [. F : 


` 


c3) 'Fa xét xem ảnh xa tuyển tính d biển cờ số †, 
SE.» EẺ của = thành: hệ veeiơœ nào. A có 
- " bà 1 =l : 
Da I—* tT—~ Xkiuy _ I Ì— ft+ _" 


Vậy +! biếu š® thành đạo hàm &+Ê”t của nó. Vị phép lấy 
đạo lim cũng là môi phé Ụ biển dồi tuyển tính của không 
Gian ,!Óš nếu đ bica DI TT da li: (+) thành dua lireo1 
P@)} sÔ * | ° 

1ö9,A) Trước liệt z(/ ):z= lƑ' T— // = (Ì.ÀNÊu (x) C.¡ 
ti + =:¿/¬-+- đề troøaf+r đó @œ là HỘI sổ vườn nào đó còi 
M € Vụ Ví vậy øŒI)= đ1) 4-2010) = 2(0)3: Từ đã tạ 
có wÉY HH) sa sỂ 5} ~ = # 

Nếu. Mdớ' Lử ao nhất của /£ là bạt vũ hạng tứ cao nhật 
của g tà cách thị lạng tử cao nhết của rr(g) là be(l:-— r 3a th ` 


liàng: tử này: khác Rhong khi #— r ssU. Do đỏ nếu kexkzr 
thị 'e (/) =< Ú. Nếu / —=r thì theo trêu LÀ CỎ +{J)==c(g)) 

và coC/) =#< U nếu ÿ¡ 2Ð «vi bậc của ợy khác r). Vậy 
gẲ&€ Bete:khi và chỉ khi g= œ£, với œ là một số: phúc 
khác không tùw #, "v1... - 


l›) Ta có nàn =: 0 Ÿ©  — đun Ne†2, : 
ớ r = xã 1. W s 
_— =: |Il H "3e 20 6© Yấ 
ï.*3S< =. - VI S TT Ít 1a . 
lxớ) ng: *ƒ Ỉ z. đà mìOI 3) tìny ` H tu Ø8 mo È.. 


Trong trường hợp sau ta.có m HLetY'øi ==,_ 1. Vậy. 


- 
' 


—= s "(Ñ | nếu Y xế £ — 1. 
ytankø — Ạ kã 
Ạ : Ìn _.nữun xr. 


cỒ Với mọi địt thức g € S tồn tại đa thức Ä € Vđê 
%(h) = ÿ. Ta cỏ Lhể chọa ñ có bậc xứ, vì nếu 2 € @(V,+,) 
thì nó cũng thuộc 2). Với #§ đã chọn như vậy tì có 


bậc 0 = bắc (1) == = bậc #2 +-r— }, Ề 
bậc w s: .„ khi và chỉ khi hi tc h .C Ø0 —= " ä1-Ì, 
Do đó HA CV »- ⁄ IẾP, ) Nói hai khi năng -: 
1) Nều #:— X. À2 1<C0, tức là ? <r— 11 thị không Lồn 
Lái # nào thỏa veẩn điều Riện cuối, đó kuổ Ty) ED! và 


địm #s¿ị = Ö: 


1) Nếu ø =2; + J >> 011đ địa Pujịn< địa +CVu.22) =” 
== TankŒ Ì T XI . “Vi Vậy “theo Cầu 'b)ỳ ta có nếu 
U €:p—r +1<r — J,tứo là "— 1 € 0< 2Œ — )thi 
dim p„¡ = p —P + 2, còn mỂU: Pp—r+ 13a, tức :lắ 

v. 


= TT -... —- ]. 


*,. 


170. a) (6 — /)t) = + — I()=x— J9 ế‹ -. - 


,b) Trước lểL tì chủng LÔ rằng phép biến đói tuyến 
tỉnh J của không gian M là môi phéj› chiếu Khi vã chỉ khi 


s48 


**“ —=/, Thật vậy; tiếu / là một phép chiều thị rõ ràng 
f* —ƒ. Đảo lại, giả sử /“=-/. Ta chứng mính ƒ là một 
shép chiếu lên Ínt/7 song song với fter/, Với mọi 1U € Im/ 
.‹n Lại  € V sao cho ƒŒJ) =x+. T.úc đó /(x) — / (0) —= 

=./(U)== #: Vi vậy nếu  €_ Eer/ ZA Im/ thì z==[()= :0, 
lo,đó Eer/ƒ/A Imƒ/ =U. Mặt, khác với. € V giả. sử 
'()=x thì /(/— x) =ƒŒ/)— /(% =— t0, do đó 
7j — ®€ RNer/. Vậy Ner/ + Imf= ŸÝ và ” là tông trực 
đếp của ler/ và Em/, đồng thời ƒ là phép chiếu lên In 
iong song với Ecr/. Từ đó t La có 


Œi + f#:)° =l†t fưa: 1-f,c+f TÊN 
- =ƒt*T+t lư:-tfdh + hh th 
chỉ và chỉ khi /ƒ: -‡ f2ƒv— 6 - ca x* 
Nhân đẳng thức (*“) bên phải: với /,-ta được : 
fufzft — f‡zf¡ = © Nay ` 
(ƒ¡ + 8)Œ2Í\)== ® 
Vị /¡ là mộốội . p chiều của không giau V trên tt ởng 
¡ố thực nến /q -Ee là một đơn cấu, do đó từ đẳng cấu 


suối it sUY ra [ft = -ø, Tương: tự, nhàn đẳng thức 'Á®) 
bèn trải với /, La cũng Iaủy ra được fifs = ©- 


Đáo lại, nều /¡f¿== /2ƒf4 =ƒ 6 thí ta có đẳng thức (*s) 
và do đó /¡~E†. fx tà một phép chiếu. sa 
5€) = (2) =H—=hh= TẾ +? = = 
== ƒ + fạ — fif› — faÍn. 
vn đó (ft—fÐ°=f,.= f4 khi và chỉ khủ 
Š —/ifir= “ã = úì. 


rễ 


1 đa ; tñ CÓ : 
ƒsÉ= - — f) + (— fi: soa lHế, (=*) 
£ sa 


x 4- °. ¬ 
Theo câu a4) là eó E — ấn 3 à một: phép chiếu, và theo 
cầu bỳ đẳng thức (se) xây ta khi và chí bu 2 


[2Œ °> f4) = (£—)))f: z= ù, 


hay, f¿ = 2Í ì = [+- 
i d) Nếư /1/a = /zƒ\ thị - 


: - (fs) =/U›fifs*= =JM‡ = Pifa- 

Váy /2/4 là một phép chiết H, m. 

Ví dụ sau đây chứng tô C2) không pÌgt là điều àiện ất có 
“đỗ h = f,ƒf¿ ià thốt phép chiếu. Giả sử M = RỶ là không 
gian các cặp số thực, /n¿VÝ —=V là ảnh xạ xác định bởi 
Fi(œ b) =(“, 0Ú), côn ' V => ŸV là áuh xạ xác định bởi 

Ja(œ  b) = (&, 6). Thể tỉ /ƒy và ?s là các phép chiếu, 

gò X,ẾB =ƒf\“fz= zfi‹ tuy nhiên ra! là một BẾP chiếu, 
vị: .. T. 
l›) 'CHO câu 0) 21 = -1/ kh, và chỉ khi # = 4%, 
ke S4 V— (¿ —= ¿(2 — Ồ). Ùo đó / có dạng. , ' 


: + € cu“ t9 ®e ba” 1Ì 
_a~f* v(« — Ô): ký  Ê lJ+*Ƒ Kuế vẻ 
"+ VI 0 1 "mủ 


lai ma trăn:  = =[ 1] và J =Ƒ =- „ _ độc lập Luyễn 
T ý 
"tỉnh, da đỏ tập: các ma trận /ƒ? giao h2äán. với .1 lắp Ihành 


chòng gian vecLơ CÓ sỐ chiều, btng È. Ã 


BÁ, 173, SAU Ta có pẺ )=.Ti(—* 


- 


NA Tu@) Ñ- jk?) 5 _ Ũ +- "bí ¬ (Tạ, - tt. 
Tử dớ 'sửy ưa  Ñ 7!) Ti l(b) Tụ) TuẲ 1= Tu(ah), nến 
"¬.. thắc ~ x¿G:* 


b)ỳ Dùng phéi? “biến đòi sơ cñp, '(n) trong VY tập 173. 
-Nhần mã lrấn. :i= (ø¿¡) bến, trải với, T,(a) có nghĩa là 


đãU 


“ - 


sống vào động: TT ¿ của ¡ số còng thứ / dã nhàu vòi @é. 
Tương. lựy nhân bến phải:¿Á với. Tu() có: nghĩa là còng 
vào cột thứ j của 4 cột thứ đã nhần. với ư. bằng các phép „ 
biến đồi SƠ. cấp, trên các cộL cỏ thê làm cho. 1z Lai 0: Sau: 


đó - nhân bên, phải. với IS N a tứñ được) 1 tại vị. 
“yêu (it - — Ý án tỒ ự: 


` 


tri Tỳ. 1). rồi dùng các phép biểu. đồi sơ cấp đề biến các 
phin tử côn lại của cột 1 và dòng 1 thành 0) cả. Tiếp lực 
quả trình đó vào ö cấp  — 1 côn lại, cuối cùng ta sẽ bơi 
tới ma trận dạng O;(b). Vày ¬- T x.. 

„4 )e= Ế. Ev0,(0) uy. uy C= Ty với j nào đó. 
. 315. thản, biến. đổi (a) thu được ợc bằng các nhân bên ˆ 
trải (phải) với 74¡(ø}. Phép' biến đồi bỳ thu được bằng 
cách nhàn“ bên: trải (bhải) với Ø;(b). Cuối cùng pháp đồi: 
-hỗ hai (lòng (cöt) thu được bằng cách thực hiện một số 
phép biến đồi thuộc hai loại trên, chẳng hạn phốp đồi chỗ 
dòng ¿cho dòng J7 thu được như sau: 


()>(‡')= (*)¬(1)+) 


17%, , " "sử £na RRÙ? 8= In, Thế thi vết 


=ĐP dađiÔ, vất Đ.( — .®P › buầu Và Tà v vết AP =- 


1=: 1= 1 ]=s1i—=† ` 

vớ Ö.1. 

b) Tù-aä) suy ra vết. (A8- — .Đ.1) —= ('=- vết : 

175. Nếu «{ không suy biến thị theg bài tập 172, 172 
các, phép biến đồi sơ cĩp cũng biến 421 thành quội ma fràn 
hông suy biển, do đó bằng cúc phép biến đồi sơ cftp chị 
trên cúc dòng có thể đưa 4.về đạng tam giác mà trên 
đường chéo bằng: 1 cả. Sau đỏ lại đùng cúc phép biế na đồi 
Sơ €fijy:l rên cúc. đồng dễ đưa nó về mi trầu đơn vị L. Giủ 


- 


-_ 


`" `... .. K côn t ket pm !HÐ 122201 ki©I —/. t.(t12 Cao .... LẠ tả! 
đó C.Ỷ s—1,..., £ là các màn trận. TuẲ@) bay 3. đề: ‹ 
4 xế toa trận ïz bà? XÓk 4 

: Š - VI : Gió, A= —=-  á 


ế thì 4 A—'! —= = Ủy SE Gif, 


Hk 4—l © 


“=lụ. 0-1 =—£ 
®@.z1RÐ8: 6. 0P +3 

'7já  35|-1—1ã55 71M 

và —ñJ4 —19|4 114 -—-55|4. 
CỔ “HHỈ. 023.18 /6 s.f7..da 

| 1A 5I1— 3H -13J4 


TY š 1- 0#x¿0 "Út 
“` lấn 1~2 ˆ1...0 Ô 
›§j° :Ú: 9v 2 =<2.,⁄/.,Ó0 -.ÙÚ. 
D~! — -~ L X. & # ö ~ * .... 
+, sex ÁI U '. 0 DÚ v.ÙŨ..vx3 =9 


— “Ấ 0 7 0. 0..0...0 1) : 
....— .. .? : Với “« . 3 - < - 
' 17%, a) Giá sử. j= = [Su]: D = [xij]- Thể thí AÐD: 
khi và ch: khi: ` . 
THỈ tị }=» I): Œ) với. mọi, J= “ch f: b 
tai : 
- Hệ phương tr ảnh thuần nhất Œ): 'Ó nghiệm Thắc ; kh 
khi và chỉ khi | 4] = 1. TY 


bà Lấy 8 = Ej là ma trân mà tại giao điềm của'd 
+Teät jlà 1 còn những ch. khác bằng (; Thế thị đẳng 
diều = Euụ A leo- theo địị — Ú\, ï <&^ ] và dị —. XS 


°9 b 


12 


178. b5) Gíi sức đã chọn cơ Sử 89(,..‹, 6C 5 VÀ tụ se, 
đa CƑ, và ƒŒC) = Xugjgj. Thể tì ¿( = [ới;] là ma trần của 
ƒ đối với các cơ sở [c¡| và cơ sở |ăj| của £ và #, Ta có. 

tank /= rank [/@t)..... (C°u)| = ranh c(Í = va 

€) Đùng câu b) và bài tắp 16, bằng cách nhận xét là 
nếu đối với Immột cặp cơ sở tứ có múa trận là :(, ð có mía 
rần là /# thì œ + ø có mà trận là 2 + 8. 

đ) Dùng càu e), 

1279. a) Dùng Dài 6O và Dài 161. 

b)ỳ Nếu „ =z thì lấy j2 gồm r cốt độc lấp tuyến tính 
ty v cửa .L và € là nìa trận mà các cói là các hệ số trong 
việc biều thị tuyển Lính các cột của .Í qua ắc cột của 8, 

Thế thì A = ĐŒ. : 

Đão lại, gii sử A= BỂ,'rqy== rà = tr, cỡ mí 3% r và G 
CỠ /' X f1, Thế thì ¿@ Ã£.Z2Mát khác / chứa muội định thức 


tạ fgea¿ 3 


GÓOI( s“ (J} CñĐ £, chẳng hin đó là ( Ni và €£ chứa 


] #aau FÌ 


Xót định thiúu còn cfp #2 chúng hạn ( Xoc. |: }- Thể thị 
Ít J8 ss ƒs 


/ f THỊ 
về r} +0, HỎI( Pa =F, 


lì Ja -«<Íz 

e) Đùng bài tập 173 để đưa <\ về đa trận tam giác 
mả  phầu Lử đầu của đường chéo chỉnh bằng 1, còn 
những phần tử dưới đường chéo chỉnh và những phần 
lử của n— # dđöng cuối hbằng~U. 

180. a4) tng bài 16L và bài E69 ta được rà +® rạ—n <& 
:Š 9. Có thể chứng mình trực tiếp: 172 —= U thị là an 
trận các nghiệm của hệ phượng trình .{X = 0, Do dó nếu 
ra =r thì rn '{7t—r= số chiều của khòng gian nghiệm, 
Vậy raA-Ern <<“ Với £ bấU kỷ mà rụ € k 4 bao giờ 
cũng chọn được nghiệm lập nèn ? để Nở ng Í; — +. 

b) Ta có (4+ Á) (—1)—=? — 2= —-]I=0.Da 
đó theo cầu A) Gì có „4 .Ý.. #.Ẳ Àlt khủe (Í -‡- .1) +- 


định thức con cấp reúa 2\ là A f 


+ “uyên l7 c 51, nÊnH Hứa S Ha T Ƒ1~a -. Vayrt.,„ + 


181. „xã đẹt Ä = (đet 4)°”1!, Da đồ nến £¿ =s7¿ ĐH no = 
Á 


=: 0, 7?N€U đet ¿tt =— U thì mọi đòng của A đều Lử lệ, do đỏ 
t0ểu a « øz — 1 thì rˆ „& 1, Nếu rA=n —1 thi te = Ì› 


của nếu Ð <rA s<?t— 3 thi ra — (1, 


— U nếu ¡ z« £& kiệt ¬... 
bỳ Vị “q¡ cỀgi =j : nén 2Í z= 2Ì 
VI 2), su đứa [-\ | nếu ¡— & 


=| .LỊ1. 
T& dẻ d =| A141, Ä“teei| 41 *9⁄L xã 
củ= (1014! ai ấ{ “La. 
Vị | Z© [|=I14I"" nên nếu >> 2 Lhị đủ = Ễ ly sa 


còn nriểu  = 32 thì A) = sả» JÌ, 

182. a) Theo bài 1738, sả biến đòi sơ cÑp trên ¿4 có 
thề thu được bằng cách nhân bèn trải hoặc bẻên phải 4l 
với cúc raa trận không suy biếu. Do đó ta thụ được ràội 
ma trận tương đương với :Ì. 

bỳ Nếu ! — P.1Q, |PI s£0,1 Q1 s«U thì rg= =Fa (dùng 
bài tập 179). Đảo lại, mỗi ma trận 21 mà ¿=7 cỏ thí 
bằng các phép biến đôi sơ cấp đưa về ma trận cùng cố 
mm 2A mà trên đường chéo chính có số 1 còn các chế 
khúe bằng É. Do dó nếu r„==rpn =r và 4d,“ củñi# tỡ th 
| —PlQ, B = P' lì c : 

Vi vậy 2= P'P~! AlQ-! Q'—=Q,AQi. 

183. a) Giả sử A = [aj]. Đặt b = _H HH ch... cụ= 
. —t . Thể thì Ø = ([b¡]là một ra trân đối xửng 


=ƒn ;Ì là tốt ma trận phần đổi xứng-và Á—=B--C 


s1. `" 


«tì, *$ 


Giá xử có Ô =O-+< #2 đối xứng, E phìn đối xứng và 
2=(tt!, Z==< [es¿| thị 


tị +- “¡j¡ = ii và đji T— tị = Gịc 
Do đó § 
2dị) = ứ đ- đụ, Önj = 6 — tị. 


Vặậy D=: Ở và E=-=C€. : 

b) Cúch thử thất. Giá sử 1 = [di] là t„š®ột mìa trận đối 
xửng haäc phản đối xứng, Ta-chứng mính rằng nến tồn 
tại định thửa con chính 4ƒ, cấp r khắc không và mọi định 
thức con chỉnh cíb # Kế và cí› + 2 bao quanh nó 
đều bằng không thì „==ứ. 

1) Khi f==U mọi dịnh thức con chỉnh cấi? 1 và 2dđều 
bằng U, Do đó ứ;  Ú, (=1,..:, 0 và 


| địi tŒ : 2 
_ "Ì= == địt f§¡ ~E ~Ã THỊ Sc s (6C =c ÍÌ, 
Ì 


_—_— 
_—— 
5 


"= ji Cịị 


nghĩa là @j == Ú, hay .Ô=:U, Vậy rx = U. 

2) hhi r— z: — I thì M¿ (y==01/, =1 4= 0. Vậy 
zz /1 —— }, 

3) Giá sử Ú << r s{ 0£ — 3 và M, se !, Tạ có thể giá túc: 
tằng Ä/, nằm ở góc trên bèn trải và chứng tô rằng nội 
định thức con cấp + E bao quan äf; đcu bảng khỏng- 
Giá sử lÍg lá định thứa con cấu c-b 1 thủ được từ 3Zr 

mắng cách dihiéip thế dong ï, có! j É,  ~†P}« 

Nếu ¿ = j thị 3fj = U theo giả thiết, 

Giả sử ¿s/x ƒ và € là mứt trận thủ được từ 3; bằng cách 
ghép thêm dòng ¿, dòng ÿ, và cột ¿, cót jÔ Theo giả thiết 
|C|=U. Nếu 3⁄¿¡ s+¿ 0 thì rẹ =r + L và các dòng thứ 1, 
2,...,, tcúa €@ độc lập Luyếun tích. lo tính đối xứng, 
các cột với cúc chỉ số đó cũng độc lấp tiyểu tính, Nhưng 
nếu vậy thì ]f¿¡ — Ú Lrái đít thiết. Vậy 3Z:¡¡ = Ö, và nị ==ft- 


'*= 
.s.c? 


(icl thức hai. Giả bơ= cÀ == [@,| l{ niột Huý lrận vHỎIg 


cấp ft LũX Ý và ¿@ =¿, Thể thì tronw 2 tồn tại r dòng dộc 

iăp tuvến tính tôi đại đa ,Ớ ,+s+. 2 VÀ f cột độc lại: 
: › ` % so ầ l 

tuyển tính tối đại Bị: Bịp: ‹.-.Ö¡, ƯA chứng mình rằng 


gức phu tử nắm Lại giao điểm cũa các đồng và cói đó lập, 
thành mot ma trần vuông cấp rcó định thức khả: không. 

Nót nứt trận ) ồn! các 20 2⁄44,..., #iy của na Lrận „1. 
lỗ rằng "n==!. Vi cứ GÓI Bị, lưới Ï, Ñ =7= Íc....P của 
ma trận .Ì đu biếu thị Luyểễn tíah được qua các củi Bộ, 
nên có thẻ lùng cóc phép biến đòi sơ cñp trê¡ các cột của 
ma trấn .1 đề biến đồi các cột ðj, j =+* jx thành knỏng cÄ. 
Các phép biển đầi sơ cấp đó cẩm sinh các phép biến đôi 
sơ cấp lrẻu các cột của mìa trâu 2, do đó không - chay đôi 
hạng của #, Nhưng sau các phép biển đổi sơ cấp đó ma 
tr n 2 trỡ thành một mìa [trận Dị göút các phim: tử nằnn Lại 
z2 tim của các đòn" NT .. vả các cội Bị, ¬-..- của 
ma trần .Ì, còn các chỗ khác bằng không vị 


Vị rụ, Ứq„ == tiên (1A có RẾU luận phải chứng mình. 


Đày giữ nến 2Ì = [øj]} là một vàn trân đổi xúng loác ` 
¬ ..« L ¿, “s thae v ` H „< 
phần đối xửng, và nếu cúc dòng v ." độc líp tuyến 


tính tối đại (Lức là, =7) ti cúc cột với chỉ số tương 


trng Bị, § yšy Bị. trùng với các dòng " —' hoặc ! trải 


đấu, nên cũng đóc lập tuyển tính, Do đỏ theo điều 
vửa chứng minh trên, ma trận cấp r:gồm các phần từ 
nữm trên giaa điềm của các động và các cộL cùng chỉ số 
đó có định thức <« 0 là một định thức con chính cấp _“4 
của ma trăn 4Ì. 

Vậy nếu x = thì trong ¿1 Lồn tại một định thức con 
chỉnh khúc lhỏng cấp r, đo đỏ rank 244 = cấp cao nhất 
của các định thức con chính khác không của 4l. 

e) Ví trong môi mi trân phản đối xứng mọi định thức 
còn chinh cấp lẻ đều bằng không, do đó ổ¿ là chẵn, 


¬.. 


18%£. a) .l đõi xứng khí và củ Khi :ì = .Ì, trong dò 
+" là ma trận chuyển vị của 4! Ea có(1/0)°< UV <= 0A. 
Do đó (/1/)) = -( khỉ và chỉ khi .1/? = BA. : 

M = l1... = .ÌHA... 1.) =.É. 

€) d4/L*! x« fƒ đồ đó: (A~')⁄Á° = ƒ = (1 7')4: Vậy 
(A tỷ = AT, -— ng : 

185. .L ph in đối xứng khí và chỉ khí .Ý) = —.1, Chứng 
mình (trơng Lực bát trên, 

186.) và b) suv ra từ điều Xiếện 2.1) s= .4 23 z< 7, 

3 ÁA¿Ì" = f khí và chỉ khí ÁP <s ¿ °' = tây về, trong 
đỏ A là chuyển vị của ma trần ôm các phần bù dụi gỗ 
của các phần tử của mai Lrấn .Í. 

1) | Kì [z: {[-\tl* ? z= † 21 1 thes giả thiết, nén 

I24/C1.1;°®—- l 
tì 


== - * * 1 
` nh miếti (¡ c: Ì trẻ ? -Í : re Ð, do đó 


j= 
¡et,”?®z: l, Bay j Á |-< 1, Phecớ cầu e) có , trực 
g0, 


e€) TP ương tự cầu đ), 

162. Tuœng tự bát rẻ. - 
c2 ffOU Suysdt Lừntúc dựng thức ¿(2Ú =2 2 và ..Ú =s f, 

189, Giả xữ .l là ñtốt va trăn đối xứng và trực diao, 

ThẾ thí .) =-.' và .1U < ( Đo dó ta có AI ° =/, 

Cc mệnh dt của lại cũng chứng (oinH tương Lừt. - 

t9ọo, Ta có 

lÍf ei tá, <e Fƒ xá tát .LÀs-Ÿ ... 

EiệU quuớứ% húí ch ng đính tưới Hị, 


191, Kỷ hiệu 7 =([0j}, Á = dẫu =( Ò\ g Rz=.blụi— 
= - (ìm 
C= tí =6 
a) 1o/ = (ajb)y, Đo€ = (b,ic);, : 
—(Œte)oC = (atvibt,ic) A4o(Bo C) = (tý, 22t) 
b) Ta phải giải các phương trình sau đây đối với h:ˆ 
qÍy; bể¡iy œ —= Œ' 
LN tŒÍy¡ b =: b. 
Nếu /x¿ và 4¡ s‡ U thì ta:chỉ cần chọn 6 = 0D nu ứ = 
vự § ˆ 


.~ 1Ì “=Š xã +. 
hb = ft TH... 


c) Vị Áo <=(6((¡b)(y nên nếu (vị s& U với mọi #, j 
thì ft b séƒ= () nếu @ s⁄ (0, D se Ú, 
19, bỳ 2?(L) = ¿(+()) C 2() C 7.. Tương tự ¿*() CC Ú, 
do đỏ /(e) (C) C f., với mọi đa Diức /Œ).. 
€) @C.) CC Ủ mà ¿ không suy biển nên @() = L. ˆ 
Dođó  - ọ~!(Uà =@*'(¿(L)) = 
19%. a) Giả sử 
đx TE ((2(4) + 02072) + «‹ 179714) ==0  (: 
8p dụng ©*~! văn đẳng thức này: và lử (p*(+) = Út dược 
œ¿*~*1(x) —Đ. Vị +F~!(z) ©U nên œ0. Lại tp dụng 
@*~*? vào (l} ta dược ứ,¿ =U. Tiếp Lục như vậy ta được 
tập Š dọc lắp tuyến tính. Với xe, la CÓ, 
B= ba + hị2(2) + àc + P vợt f(a)o 


đo đỏ từ 2Ÿ*Cš) = U suy va 


2(1) = ñz(x) + Đy2Ÿ(⁄)<B ¿. + By _+*— {a)c 1V, 


` 


. 


b) Vị p (4) =0 nén +Ì(¿'(3))== 2` 7 Í(4) << với £ = Ủ, se 
xu: ˆ. * w ° R -^ 
k—l ẹ' biến mỏi phần tử xinh ca thành Ð nên 2Š =< Ð, 


195. a) 2= -.q [| # là phép biến đỏi tuyển tính củo 
khòng gian vecLơ Hòn trường số phức nến có ÍL- nhất mọi 


vectơ riêng ø. Vậy s và do đỏ (@ có một không gian con 
bất Đ5iến một chiều chúa trong 2. 5 

b) Suy Lử a4). ˆ 

196. b) /.„ = j/(v) | bàc /Cv) < k{. £ = 0. 1..... 

€) Vị bậc / (CC) < bàc /t), nên 2 chỉ có những vecld 
riếng là các đa thức bậc khỏpg, ứng với giá trị riêng 2=: 

197. na) Cúc giá trị riêng của $ là 7y = Í (bội hai) và 
À„ = 2. Các vectơ riêng tương ứng là z; = (1, —†. l) và 
tạ q, 1, 1), 

Ùb) Lấy cơ xổ của RỆ zởm ` VtUCIƠ tiếng”z,, #» và mội 
vectơ #4 không biểu thị tuyến tỉnh qua z;, z¿, chẳng hạn: 
43 = £„ = (, Ú, 1). Đối với cơ sở nảyv nìa Lrân của 3 
cỏ dạng 


_) U . —>3 
B =|U 2) s“j.. 
U_ U- : 


c©) Ta lấy cơ xỞ 4 ., 2+, 23 ĐC 24,4, 2¿ là hai veetg tiếng 
của ø. còn zz =: @zy + b+, + cẽg, trong dò e c1 đề z., 
z„, zs độc lại tuyện, Lính. Ta có 

(24) —= (tử — 3€) z4 + 3(b — cv) z¿ -—- (ray = 024 + 
+b”z¿ + C24 

Từ đó œ@ = —Šc€ƒ,ˆb° = — 2(b tr c), ©!' =1. 

Ta muốn cho một trong hai số (¿6` bẳng Ø còn số kía 


: : bao ' 1 
bằng 1. Vị c&Ð0 nên đ s&U, b?SU. Vậy c=s — —¬, 


Th Wậy đối với cớ SỞ #\  (Ì,—i, 13, % == (1, 


l Ì v . ` * .“ : * 
1,1).1%a = Lš - vê, 0) (vi # tùy ý, ta ly ứœ= f0)thị mìa 
.3 = 


& tì J 
, Ị 
M=: n0 3 DỊ 
lụ ụì 4| 
19, a) Đa thức đặc trưng của ¿ là {21 << AT |=fƒQ), 
trong đỏ 


706$) =tc—= x35 4: cứ —XWSẺt3+..+ tẲ 


n thíy hệ số cụ của (O— À)*7K là tông của cúc định thức 
cọn cia |, — 2l} chứa k phần từ trên “đường chéo chính 
với À2 = U, Đỏ tà những định thức con chính cấp & của 
"ìat Erani 34, 

bộ neo câu an) và theo định lý ViếU tông cúc giả trị 
riêng của + Đằng c¡, côn tích các giá trị riêng bằng cạ‹ 


c3 AXÊU (:) = ÄX¿.#? ¡ mÌ...., £ th 


z{ ) d¡⁄:Ệ + lu ) : fl¡Z;. 
3 + › 
h 


Ũ 
129, a) Bát Ö += 1L — %;!. Thể thị 


¡ H— „Ù | = | 2Í — À¿Ï — +Í | = | | — (¿+ 3,)! | 
Vảậy nếu |? — ¿Ïl | có nghiệm + „ bói s thì | (| — X| 
có nghiệm ¿„ + 23„ bội ø. Theo bài trên ta có 
| # — uỉ |= (—w)-t tạ(—k+)®”! +... + cạ, 
tron đỏ €y là tổng của các định thức con chính cấp & của 
ma trăn 2, Nếu ranh ?? =7 thì cụ — fÌ với mọi ®* >>, do 
đo !/!?— ¿2F leo nghiện Œ hỏi € — tr. Vậx theo điền 


trên | 2Í — À/ | có nghiệm À¿ bói ;> 0 —r Vậy n—r‹<CS,. 
Mt khác vì | |=|! dị — Äce tì nên ranh 2? —r<n, ` 
dò đó „ — r » ]. tú đà 


b) lấy 


là U #.... 8 
trong đó 0 ¡¿¡ se Ú với mọi (= Ì, 2,..., n+— 1, Thế thị 
| ranh Ø = rank (2Ì — 2,1} =0 —1, do dò dd —1, © 
Nếu Híy ¿zl là ma trận sau đây 


trong đó có # phần tử 2¿ trên dường chẻo chính, .còn mụyi 
phản từ khúc bằng không, thì }= \l— ) 2Ï cô bang bằng 
fq. — s, ta đó (tÌ — s. 


si. Í“È... lứ li 6-aà# 2a I‹|a ca -Ẻ | do đẻ 
f ` ^ § 
nếu .Ÿ có nghiệm đúc Lrưng À„ hội s thì .VT” có nghiệm đặc 
Lrrrng —! bi s. | 


1) Giả sử | 6e MĨ | =T(y — À2) (0 — À) «é VN 4c 


2E m _ rgịn 2Ấm, -(wet,12.,p— DỘ 
p 


lv hiện Hy = CôOS 


161 


và xét { 4 — Xe | =m(— }#£k) (?¿ — ”#v)... (?a — }3Ek}) 
Thế thì 


p—1. ¬ —” XS Q 
sả: J A— »vf | =Hè. — Äếk) (Ày — ÄEk) cội (Âu — 2Ek)c 
“kư@C ˆ... k=o “... .S : 


Từ đó ta có- E 
| ậP— *HỊ =(2†— 3P)(Àš — XP)... (2Ÿ — ^P). 
Thay Lron đẳng thửe cuối 2zP Đởi 3*ta được 
| ÁP ~ AJ[= (GA — ÄX)}Ö£ — À). GÉ — À) 

Vậy ma tràn -(# có nghiệm đạc Lrưựng 2Š bói s nếu mìa trận 
A có nghiệm đặc Urưng À„ hội &., ' 

©) Suy tử cần đ). 

200, Chẳng hạn : 


u) ƒ1/10 —3/14 .”a Y1  U 0 
wW 


“==| 0 —l1/ L/7 ¿=0 3 - UÌ: 
H3 — 112 1/35 | lu n —dj 
"N /AO IỊA CAI ÁY 200 U 
n l4 <=l/š ~Ðl =siửi u20 ' 
kg —I1j4  3/4' —1/4 —1/1 ,#=lnoø3 - bb 
ÈLÔUj XỤC Mj“ =1} ˆ U ÚU Ô _ai 


l2  ,fAUz. 0# =t 
Ủ 1ex¿ —=] - U 


„ Đi Ÿ) l 


tron# đó cực phầu tứ của dưởng chéo phụ ở phía tréa 
đường chéo chính bắng —I còn ở dưới bằng I,. Nếu n tẻ 


303 


thì ở giao điểm của đường ché2 chích và dưỡng chéo phụ 
cỏ thể lấy 1 hay —I. 


Lrong đó đưởng chéo chính có s xố Í nế u 2t chẵn và —^ 
số 1 nếu n lẻ, 
201. a) Giả sử đa Liức đặc trưng của 4 là : 
ƒ0)= =ƑJA — 2T, Xẻéi mã trận /Ø gồm cúc phần phụ 
đại số của-| + — Ai |. thế thì 2(.L—3/)—[ 1 — 3J |I=— 
= /(À)!I. Tủ đó suy ra /(: "/)›=0 bằng cách xem ÖỞ như 
—một đa thức của A bậc <1 — l yới hệ tử là những ma ` 
trận vuông cfu» œ® không phụ thuộc 3. rồi thay 2Ø vào đẳng 
_ thức Lrên. : h _ 
- b) Suy tử câu a). `. 
c) Giả sử f1 = TTLÁT' vụ g(Á) = 423” +(28”! + 
ha «- =E đạ mã (213) = 0. Thể thì 
“tu (AT = q,(T--LA1Y" + m (T-!: “ở XếP +. 
rl mỸ = tI lay (7) = U. Vậy đa thức tối tiêu của 4t Šhĩa 
hết cho đa: thức lối Liễu của /. Tương tự, ta có điều, 
ngược lại, 4 - Mỏ §& 
202. 8) Giả sử + € < Ú. Vi q(Qt£ = fJ(t} nên : 4 () =. 


= 0g (2). Do đó [g+)!0](z) = [20 (2)] (2) = @(U) = t; 
nén 2z) € ,. Tương tự W.= > Rerl (£) bất biến dối với bà 


383 


b) Vị (2) và áC) huy èn Lỗ € cũng nhm nến tồn Lại các 
đa thức z() và *(2 dễ 


rŒt)g(C + s(h (CO) = T1, do do — 


(1) r(£)w(<}) + sứ 2z) kiợn =- g là ánh xạ đồng nhất. 
_ Vộ¡ mỗi z,€. =.V thư: (13t có 
z== r2) (tP) (2) + x2) h2) (2). 
Ifáng Lữ thứ nhất ở về phải thuốc lÑW“ ví 
A9) r (2) 1 () (3= # (2)1/(2) 2) (2) = # (@) ƒ (t9) > 
{ (Z) = U Tương iứ. hang tử tình hai thuộc Ư, da dc 
= =(' + \V„ Hẻ chứng tái thị <7 @ ]V ta chứng nìính 
+ == 6 + +y, 0 € t!, y € W ià duy nhất. Áp dụng phép 
biến đồi r (2) (2) vào + và dùng 2 (ø) (3) = 0 ta được 
FỆ£) g(z) (x) =£ (2) (6) (ð) + (?) Cø) (y) = réœ)3 
» gz)(ÿ). Mặt khúc ị dụng €1) vi + và dùng "(2) > 
(7) = Ú) ta dược 


ïY = r(2)t+C†) (Ty) + *sC+) 5 (ø@) €†) = ke dào (1). 


nghĩa là y xác định dụyv mít bới +. Tương hự # xóc dịnah 
duy nhật bởi +. 


- 


cì Giả sử rHị ( và 2¡¿(L) ĐA các da thức tối Liễu ca 
Ø9; = 2 | t' và 2 =2 | W (ương tru. Vị [Ì z:; luerg (2) 
và ŸV = Wer (C2) nền $¿ C€f¡) —-h Cƒ¿)==0. Do đó mị ( 
chía HẾt ÿ QC) và ứz (CO) chia hết + Œ}). 

Theonrện £ (f) lạ. bói € lu ng | ẻ tiiyïi CA 010v (Í ) vì 0012 '*a ï 
nhưng hai đại thực KT 4t0ivén Lổ + sừng tt, nền j C() = 
== 01 (f) mạ ((). Alặt Khiie rŒ) = /(() lt(t) và cúc đa 
thức này đều có hệ số cao nhất bằng 1, nên ÿ (f) => trị CO), 
hư (Ú) = ma (1). 

03. a) Chứng mình Ì mg guy nạp theo £. Pieo bài trên, 
tì có thể viết Ý là lông trực tiếp của các không gian can 


s2 —- bị biển VỨ, và ỳ, trong đó W, c< Ser/,¿)P! 


2604 


Vụ =—= Rcr ƒ¿ (2)? ...” (2)”+ và các da thức tối liễu của 
'?,—=e|l W);,e; =el Ứ, tương trng là (f)"tvà/¿ (7°... 
ƒ; (UĐP* Theo giả thiết quy nạp Eụ là tông trực tiếp của 
WW„,...,W,, W¡ = Ker /¡(j)SẨvà f¡(0 là da thức tối liều 
của øi | W ;. Nhưng Ec1/¡ (s)”? phải chứa trong V¿ vi ¡(0 
chỉa hết /„ (2)032,.. /, (2z. Vậy Rer/¡ (6) = Rerƒ/¡ (øi)”= 
= lYÝ, Hơn nữa ø Ị Ì; = øy | y (( = 3, F), vì vậy 
/i(0*! cũng là da thức tối tiểu của 2| W¿ Vậy f =ÝWia 
® .. © lŸ,, : 

b). Giá sử (0) s= (Í — XI)(( — Ä¿)... (1— À,) với cá 
%¡ khác nhau, Pheo câu a), Ù là tông trực tiếp của các W¡, 
HỶ; = lcr ( — Z:£), Ì — 1,.... và e là ảnh xạ đồng nhất. 
Vậy nữu + @€ YƯ; thí (ạ — 2¡j£) (+) — U hoặc e (+) = À2, 
nghĩa là mỗi z €  W, là môi vecLuy riêng ng với giá trị 
tiên À;¿. lợp các cơ sở của  W; ta được một cơ sở của V 
gồm các vectơ riêng của œ, do đó đối với cơ sở này ma 
trận của œ@ có dang chéo, Đảo lại, giả sử œ có1ôa Lrận dạng 
chẻo đối với một cơ 3G nào đó, tức là ọ có mội cơ sở gồn 
tràn vectơ riêng của ø. Giả sử À..:.., X¿ là các giá trị riêng 
phân biệt của @. Thể thì phép biến đồi , 

ƒ(o) = (ø — }¡8)2 — 238) « (ọ — 2E) 
biến mồi vecLld của cớ sử thanh vcectơd không, do đỏ 
ƒ (2) = U, Vậy /( chia hế' cha ta thức tối tiều "(0 
của 2, nghĩa dã zm (f)-là tích các nhân tử tuyển tỉnh phần 


biệt, 


294. a) ( € Z2, 2) thì 6 =: ƒ(2) (2) đổi với mội đa 
liữc /(/) nào › đÓ. ID đó 


@ (2) = [ ()] (4), 
trong đó (0) = (7 C). Vàyv +(00) € Z, 2). 


lì) Theo định nghĩa của số &@, rõ ràng 7a là đa thứ 
nguyên thủy Dbậc bé nhất mà (t¿ (2)| («) = Ú. Nếu ru (2) 
cũng là một đa thức .nguyẻn thủy bác & mà [ra C@)) (2) = 
"“ - pỀ 2E lang Sa : 
z (na — ru) (p)] (+) = Ú, 


mà (ng, Cợt ra)(CP) có bậc nhỏ hơn #, do đó La cỏ (m=—=r.3x 
*< Œ)=U. Vậy mạ () = r„ Ct). 

c) Giả sử m2) —= £ + b,_¡ t7! <P Ba là đa thức tối 
tiêu của Œa. Vi+ Œ Z(«, ø) nên - 


Ụ = n€2a)] (4) = [m()] («) = z*(«) -+- b,_ọ*”!(ø) + 
+ .«‹ + bạz. ˆ ˆ 
Vậy ⁄'Œ) là tỒ hợp tuyến tính của e,..., ø*~!z), lo đó 
Nếu & = dim Z(+, ý) = bậc của mạ) thì & <& s. Nhưng 


t0a(2) —= ÚU, đo đó ma) =U, vì vậy ¿n(/) chía hết ở; ¿(£). 
Như vậy La có k}=x và na(() = (1). 


đ) Ta có - 
_ se(@œ) = q@), 
#a(¿()) = 0?@), 
2a(?*"”(z)) = ø*~1!(z), 
“u(v `” !(z)) = +`() —. “4 —U¡‡Ý+)— .... ti. # t2), 
độ đó ma trăn của @„ dối với cơ sở | 3, $(2),..,„ 2Š T!(x) | 
là 


Ñ) (). ... Ụ —(lt ° 
1) 0... Í —av,g 


20ã. a) Việc dồi chỗ đồng thứ ¿ với đồng thử j của raa 
trần 4 thu được bng cách nhân hèn trải .Í với rủa lrận - 
Địị ¡ trong đó ¡¡ = TựnÏ, Di, — Ì nếu & sỉ, j, mì = 
= /1j¡ =: Ì, còn mọi phần tử khác của Pị, đều bổ ng không. „ 
Tương tự, việc đôi chỗ cót thứ ‡ với cót thử ÿj của ma 
trận -i thu được bằng cách nhàn bét: phi :( với Pịy, 


Đề thĩy rằng Pj! = Pị, da đó nếu Ø thu được tử ä 


bằng cách đôi chỗ động thứ ? với động thứ j và đổi chỗ cột 
thứ ¿ với cột thứ 7 thì 


Ø = Pụ APq = Pị!APịi, 


nên đồng dạng với 4. 


b) Àfa trân 4 chỉ đồng dạng với chỉnh nó 5 khi và chỉ khí 

J7 =7. { với mọi ma trận vú › su biến 7. Lấy T= Ÿụ, 

[ shhJ, trong. đồ 7a =ửĨ Sở l¡; Ï là ma trần đơn vị, ?¿ là 
ma lrận nà ở giao điểm của dòng ¿ cột j là 1 còn mọi chỗ 
khác bằng Ø0 (xem bài lập 1723). Đăng thức ITj; = Tụ A 
co la dụ, = ứịy và đại == U (bắng cách s^ sảnh phần tử. 
nằm ở dòng ¿ cốt j ở hai vẽ, và phần tử nằm ở đòng ¡ cột ` 
¡ ở hai vế). Vậy „i = a1 là ma trận vỏ hưởng. 

206, Giả sử c{ = al„ À`) + (2171 +., .Ý  .<" 
thì có thể lấy Ợ; — Qạ==ma tr âu khòng, còn !!,— R;„= 4‹- 
Giá sử với mọi ¿ < + đều Lồn lại cắäc iøa trận Ợy, Hị và 
Q;, 1; thỏa mãn ¿1 -= BỘI + lỉị = Q;? +- f†,, trong đô 
bặc cửa các'phần tử của Hị và t¿ đối với x:bé hơna.s, Ta. 
chứng minh điều đỏ đúng với í —= # —> s. Lấy  = 8gs'4s 
À*“* và Q*” = 4|„,Ð8~—! Ak~%, Thể thi Z{ —-2' = € và 
ẢÀ—Q'ö— C7 là bai ma trận mà bậc của các phần tử 
đối với 3x bé hơn È, do đó theo trên lồn lại Ợy, F¡ và Q¿, 
Hạ thỏa mìãn C= BQ( + ñï và €' = Q¿B + tr w 

Từ đó suy ra 4= Ø2(Ợ + @\)-© H,=(Q”+ 028 + Ta _ 


Tỉnh duy nhất là hiển nhiên. 


J7 


307. a) Phép nhàn một dòng (còU) của Mì trảo -{ vơi 
một phần tử ứ & U của "trường Ấ có thê thị được bằng 
cúch nhân bẻu trải (phải) 2\ với ma trận dạng - 

1 0 


.. — 


q ,còl) phép cộng vào một đóng 
^ 


Ñ *#*4 -= 


(cðt) của +1 một đòng (cột) khác của A đã nhân với mìội 
đa thức /(ÀA) tùy ý thu được bằng cách nhân bên trá 


- 


XKL s 2 


(phả¡) -( với na trận dạt.gJ. . .. /(A) ... ‹ (xcm thêm 


bài 173). 

b) Tính chất~.phần xạ và bắc cầu là hiền nhiều, Tỉnh 
-chất đối, xửng suy,za ,Lra, chỉ, nếu, tự, 4À) sang 2Q.) ta 
dùng cúc phép biến đòi sơ cấp nào đó thì từ 2Q) sane 
4(A) ta dùng các phép biến đôi sơ cấp nưược lại, cụ thể 
là nhân muộtđòng (cột) với a”!, cộng vào một đòng (cột) 
một đỏng (côL) khác đã nhân với —((À). 


e) Việc đòi chỗ hai đỏng (cột) của 4 thu được bằng cách: 
thực hiện liệun»tiếp một số phép biến đöi sơ cĩtp (xem 
thêm bài 173). š 


xà 


200. (20127118 H101 đĐĐ 4N UN Hai! CHCO Cá) # Của: & — tì 
thần +1. Nếu n = 1 thị A(Ä) = ữn@)}- Nếu #¿¡@) = U7 
thi -1 đã có dạng chỉnh tắc. Nếu &¡€2). ~l) thị dùng phép. b 
biển đồi sự cit) đề chia cho'hệ số cao: nhất, -uế72 1 

Giá. sử đã chưng Tính cho, cậc ⁄ — +a tràn cấp, I= 1. Ề 
Xét ma trận NAY cp n. Nếu "1Q. là ma trận không thị 
nỏ đã có dạn chính Lức. Gid =+ 1.) =- Í), Tờ 

Lựựn chọn trong Cúc tt (trăn tương đương» với 1) một, 
ma trị àn có pinìn Lử ở góc trên bên trải khác Không và có 
bạc thin nhất, Giá sử đó là 8(À1) = Íb, (2Ì. Luủe đỏ mỏi 
phần từ của đồng thứ nhất và cột thứ nhất của 5(À) đều 
chia hết cha ðy¡¡(A), do đó đùng các phép biể n đòi sơ cấp - 
củ thẻ đưa (^) vélma trị àn : 


Ru 9T 7. vV* MB”, 
lÌ Caa2{^) ..... Cạn(2.) 


CŒ) = : 


v | 
ụ lesz(A) ¬⁄V.. 


Theo gi ( thiết qay nạp, iaa trên cấp 1— 1 ở góc dưới 
bẻn phải ‹ của C(AÀ) có thể đưa về đạng chính tác. Đề , 


" ra(3) U „3 thúc, chỉ còn - phổ!j'chúng. binh 

b VU “z() chia hết -cho b1¡(À).] Nếu 
| P? T= — t*x+, CA Ìzs Št(2)J =. 0:1) 0€), + ... .vÒj 
.Ú1 ‹ Ấ s(^) sim „.U -- ˆ : : 


thi-đùng phép biến đổi sơ cũp đẻ đưa rG) lên vị trí {góc _ 
trên nêu Lrái, trái - vời giá CIẦN hạn b2). 


909.a)⁄P I1 60) đa. † b) Lê 081... 
) 2—3 0 ` {: U. .% sử 
ụ ÙỦ G—3, 3 209 ĐP--.0 


— „Lang đỏ + fà cấp của 
mìa Lrận đã cho. m 


€) 
" | | 4 ° P . „_ ` F ' 
d)ƑP + C£S” 'E. su sắn 227m 
. | *.„. 
1 - te . .” | s 
K.: 
- `. s 


ù : P'ụ 2 | ` *”¬ 

" grô; a)- vi = phép biển dồi Sơ cấp khóng lan thay 
đồi!hạng của ma Lrăn, nếp nếu hạng .Í = Ø thị hạng của 
ma]tràn cư tc của .Í vững! bÄng`r. -f)o đỏ Ê;€) =& H 
, với Á = ,“yà Ev(^) = !) với Á&. > Ẳ : 

b) Trước hết tạ chứng minh rằng các phép biến đói N 
cấp kháng làu thầy đồi các 2y(À), Giá sứ Á4„@2) thi được 
tử .4;(A) bằng một phếp biếa đôi sơ vấp, Ðy((24), ¿ = 1, 3 
là Ø2.) của :(¿Œ) và 41;(^) tương U, Tà chứng :ninh 
8u(À) = Ô:¿). _ 

_ 1) Nếu 4a@) thu được tử -1,(2⁄) bằng mội hân nhận 
một döug Chay cội) với phần Lử z << 0 thị các định thức 

cou cấp & sủúa 1,2) và 4a2(2⁄) chỉ khác nhau một nhàn từ 

| ® khòng v{ö{ lạt thã nựi trhin, ` #*+ đótĐ, C2. )› Ð::( 2 .» ! 

3) xếu +3; sÀ) thu được: Lử Á;¡(ÀA) bằug phép cộng vào 
dòng thứ ¿của nó đóng thứ j đã nhàn với /(A) thì có. hà 

khả n ảng phản loại các định thức con-cấp &. Loại thứ tin 
gồm các định thức con cấp & khòng chửa phầu tứ củu 
dòng "thứ í. Trong cả lai ma trận các định thức này bằng 
nhau. Loại thứ hai góa củc định thức con cấp Á chứa cá 
càng thứ ‡ và đong thị ƒ‹ trong củ hai mm trận các định 


„ủ 


thức này cúng bang nÌnH., Loạt Llintp Đa ZGDVY những định. 
thức còn cấp? € chửa dòng thứ ¿ nhưng hỏng chửa dòng 


thứ 7. Đúc đó chúng có dạng tượng trng là: - - ~. 


` = 


‹ Ị “x~* a4 . . . * . 
3 \ * E 
lƒ„ =- ° “ + NT T9) “. + na /(À) lê 


Tạ có Àfg «+ Äfc( fax ¡» trong đỏ N: lã lung định thức 
tan cấp) “ của tư 

Vifmoi định thức còn cấp & của điCÀ) đều chía" hết cho 
2(¡(2) nén tiọi định thức con cấp & của -12(À) cũng chia 
J€t cho Ð.;), đo đủ Đ.z@.) chia hết cho Ð¿¡(2). Dùng 
phép biến đồi sơ cấp ngược từ 24;(^Ã) tới 21¡(À), La được 
Ð, (3>) lại chía hết chủ ),>CÀ})- Xàx Đ,;É x” Đua@.}- 

rong ma lrận õ chính Lắc Ea có 

Đ.(.\4=E ¡(À) Eò(À)«. Ex(), 

“. ..“n. .. 
Đ‹c¡@À "` *“.. 
-311. + tương đương với H thì 4 và "8 cớ chụng sâu 
nhàu tử bất biển và đo đó có chúng na trần chính tắc. ' 

Ngược lại nếu .L và Ø có chứng ma Lrận chỉnh tắc thì vì 

tmö27 rha Lrăn chỉ trong đương với một rna trận chính tắc 

tuy nhất nén 24 vít Ø Lương đương với nhau, 

_ Giả sử ;l và Biurơng đương, thế thì Ø thu được tử 4 lh»g: 
cách) áp dụng ©tc phép, biển đỗi sơ cấp, tức là (theo- bài “ 
tảp 173) nhân bên trái và bên phải 4 với các ma trận, 
Khỏng suy biển dạng đặc biệt, La gọi là cúc ma trận SƠ - 
cấp, nghĩa là sa x P 

 = E2... PUÂV,Y, —- Vạ = £..0, 


tỉio đo ' VÀ) == == 


. 


ˆg?. 


trong đỏ [ P|“%0,}Q | =0 là các đi: \ Lrị Khỏng đỏi. Đo 
lại, giả sử / —= 1?.\Q vỏi 'Ð, Ở là nlững 2» — nút trào 
-vuong cấp œ4 cớ định thúc không đồi và khác không- 
“Trước hết ta chứng "min Prvà Ợ tường đương, với mìa 
tràn đơn vị /. Ta có. D:@) (xem bại 2O) của P bằng { P ¡ 
"chia cho hệ số cao nhất của mớ.X¡ | P |'z=~ 0 và không đồi: 
nên /2;(À^) =—= 1. 3o đỏ các nhàn từ bắt biển 4(À) =: 
1 :< &:&t Vày P tương đương? vời Í, | 
Tương tự Q tương đương với í. Vậy cóthe chuyên từ 2 
- sang Ð và Q băng ›uột số phép Biến đỗi sơ cứp, hay nói cúch 
khúc là bắng cách nhấn với 1ót SỐ ta trận Sơ cấp: 


`... -ế P—PjftP_IOi c0 

.” . Q=RRy.. HưS: «« % : 
Do đó Ø==-ĐAQ = ?\... P,Q\ ¿(QÒÓ, AN, Và. đRẤC se. Ẩu 
nghĩa là Ø thu được từ `1 bằng cách áp đun tuột số hữu 
“hạn phép biến đồi sơ cấp, hay Ø.tương đương với ‹\. 
ˆ #12.3)Œ —ÍY,bö + Đ 

b) hông tỏu tại tước sơ cấp. 

€) lkhòng tồn Lại ước sơ cñu. 

đ) (À — œ)2 nếu ở 4=, và À — ứ, À —  sé w —.8, nều 
b = Ú. ` 


15. Nẽ u‹i đồng đạng với B, À —= Ê~`‡ ĐC vừi ƑC | ze0 
| tài 
x—= Ni == &-t ĐC — AC"t *C=—t Y(B— 1Œ: 
do dó theo câu vì bài tạp 7, ẠẢ — ÀÏ tương đương vỏ? 
Ð —ìI. 
"gược lại, giả sử .i — Ñ tương đương với 8 — \NĨ. Thẻ 
thi tồn tại các ma tràn vuông Ð(A) và QQ@) mà | PA) | £ Ô), 
Z. Q(A).i ¡ =& U là những đại lượng không đổi sao cho 


#- Äf = EfXš#4 — 4š W. ° () 


Ta chủng minh rắng eỏ thể thay P(A) và Q0) trong q) 
bởi những ma.trăn Rhỏng đỏi. Thạt vậy, chia bén. Thả 
(3x) và bên phải Q(?) ‹ ho B— ;Ï ta được h : 
2(À) = =(8 — Àl) 2Œ) -†- P¿, P„ là ma trăn không đôi. 
Q@(1) —= Q;(2)(B — ?1) +tÓ,. Q. là nìa sườn khóng đội. p 
Sau & khi ,thay vào (1) ta suy ra- - - - ˆ - SH 


( => M) — Đ,(4 — MO, ~, | 
=(— DU .G)PTt0) +0~!14) 0()— ĐÓ) X. 
s3 GÌ —AD) Q@)) — AM). 


Ta chứng mỉnh biểu thức trong ngoặc vuông bằng khỏng. 

Trước hết vị | (2) và 1Á) | không đồi và khúc không 
nén ĐT1(A) và Q~1(A) là pHững À — ma trận. Do đó biểu 
thức trong pgoặc vuông là một đa thức của 3 với hệ tử 
tt nhị: nợ ma trấn khóng đỏi. ' 

Nếu biều thức đó Khác không xv vị 2Ó bặc đối .. 3 là 
* >>! thị vẽ phải của dẳng thức cuối có bác >> 3 đối voi 
3 trong khi về Lrái có bậc <1, màu thuận, Vày biểu thức 
trong ngoặc vuỏng đó` phải bằng. không, và 


'BP—AxeP,(a— hg¿z ° ” œ® 


"dây giờ so sánh hè tử-của 2. ở hai về của đẳng l thức (23) 


ta được 
PO, =Í ' 


hay 


. _ ch. - '*S —=- Ọ- 
Tại so sảnh, hệ tứ tụ: do ở hit về của @) lái “dược .“ 
0,>.# „4Q, = =0-' “ ¬ 


Lức tà -Ì' và _ đồng dụng. 


-.214. Nếu ma trăn _` đồng dạng. với ma: trăn ioocdhng J 
thí các đa thức đặc trưng | 4 — 2ƒ | và { jJ— ÀÏl tcócùng. 


...kh$ 
" đa 


_ nghiệm. Nhưng các nghiệm của | J— *-f [| tà các phầa tử 
„nằm tréu lường, cu» kh: citt :, “do đó chúng thuộc 
“trường éc, sơ £" "% xu TS | 


Đão lại, nếu ï 2E: 3n CÓ toi _nghiệm thuộc trưởng cœ 
sở ,K- và gia sử cúc cảng tự. bít biên khác Ï của nua trận, 
đá: —M đã E.0v,- ..g : “2a. xG) ¡\, | l1 4“ ỉ ` v.. S 


- 


[ai sạ MỸ Ÿ =(C—-0*#.G)...G luc MP À 


phần tích (tu rực thành nhấp, tứ tuyến tính, cưng lận 


'E) =(tš ,. sở" tọ .. x 


- sự II — GŒ-— ^j kè & xưt-i A) 3 ĐÀ, ớ 


sa hư | xà ĐC „ụị 


Ê_ VU Hi XÓA NÓ  uV 


° ` . 
Lrocø đó các SỐ /h, 0 >> Đ, t2 2:,¡, 1ì T ty... 
Lòp ma kg lnồcdung J như xau¿: Ứng với nhân tử 


“‹ — ”t\) MT Kaủi doó*đăng sấp ä¡ thuốc phấn từ À; 


: + . : “ẻ “. ` = ai ` * ~~«- 
xaäœt Đài tập 21B), ứng rới nhân tửi (À — *2£) h làp xhối 
- Joeôejiiineg cắp m thiệu pha tử Ã+s,... Thế!'thì Í — xứ 
tương đương với ý — ÀÏ và do đó 4 vụ J đồng dạng. 


'#816.a)f/1 Ở c3, : _ Bƒ 1, U 9 


F : , , : 
†9 89 ứ? I "_ 
»”¬.ẽẽsa.....hnh6.. 


t EÐ”9 AT. s 


. 316, A) Elai na trận loócđitngvf và J° đồng đang với nhau 
khi và: chỉ thi JÏ — Z7 trrơ nự ly ng vời T' -— #1. Điều hày 
xây ra khi và chỉ khf7 và J" có các nhân từ bặt biến trùng . 
nhau, do đó theo bí 21+, Ƒƒ và 7* có cíc khối Joỏcđăng _ 
nŒ nhài. . “ 


b) (À — ”«})°. 


9) Nếu >> 1 là € ấp tủa thối Joócđá ng F phụ thuộc 'phần 


tứ KROnd, thị chụịng: chuïn đoócđãng của ma lrăn 1° gồm 


3 Wư. 
tai Khối loeoediine pũu thuốc phần tức Không; cỏ H7 


— ] xẻ Xâm mộ ~ 
2 


tiểu  crấn và có cấp tương ứng lá Ð ¬ếu 
(+ lễ. ` ' , h 
217. (ít sử Á là ta trần vướng đã cho, 
° đ, H 
2: l | 
k ØVÌ 


là đang chuần Joócdihg của Ệ txn các khối Joỏcđũ ng 
Ỉ “4 “sc 
1 + Tà Ẳ 


| đa =1, Đ, ` Ằ, 
| ° TT ¬ | ° : 
Ai] 


~ 


và ¿Ì m.=<că ‹ Gia sử 


T „ *._ Ñ 
tt. 
l.= «6Ó # 4 
í ' | 
. 4 


1 Ẳ&- 


là ma trận vuông. cùng cất với b: và 


W. x “đà - ĐỊ 
.c : HP 

vế 0 - 12 
F vÉY ¿ x pỤ 
lu .Ô” 23 Í 


Dễ thĩy rằng /¡ =‹Íƒ! 2H, do đá B?P = HT 0H. Vì vày 
# =1” ¿ố '`d  'ỀcTP' kg '? P:'.àtrr 7<: 
trong dö': C = 2H17" là một ma trận đối xứng Khỏe my 
biến. Nếu dặt Ð= C~!.\ thì ÐD<©A'C'?>?t! =C“tiC7?r= 
=D, nghĩa là Ð cũng là Một ma trận đổi xứng v2 
dã œ CÚ, - 

218. a) (Chongg & Evi “xét t đụng tuyển tỉnh /(% Š= 
= (g(t), /). Ïa chứng vịnh mọi dạng tuyến tính ƒ(x) 
trẻit £ biểu điễn được dưới dạug /Œ)—= xa, 23, (roi diÓ 
tt. € E chỉ phụ thuốc /. Thát vày, kỶ hiệu ỸỨ =: Rctf. Nêu 
Y := 7 thí có thể đặt /(v) = Cc, 0y. Nếu Ẳ =‹ £ thi lv 
b € Y* trực giao xởi V và ta sẽ chọu ?. sao cho @ = 3h tha 
trăn /v) = (tt, dt). so 

Với Ay € Ì? giả sử (tt) = +, f(hb) >< 95. Thể thị 


v*T Là. XJ SN IỂNG 


~+Ý hiệu # = 1ị— — b. Thể tì c € xu =... — b và 
” =T HCSP 
Cứ “=> À L) s8 ~+- 4 = ‹b. bỳ _— Šˆ ng b, bỳ. 
- . “ ` :ó 


Vậy nếu ta lấy ^ = ”Ị $ú;j by ””! thí 
he 5 ty, đ) =g = ((\). 


- ~~ 


Vậy Löa tại ứœ € È đẻ /(c) —_-fr()v 2/7 2 = ¿.U, (Œ) Vù 
_thỉ phục thuốc. 3 vủ -sxeveL kh cá“ . ° tà @*(/) = a thị 
3s trưng (t, (P®(/)3 (r(x}, t 


CŒiá sử có: Z— E cũng Lhiöa mắn (ŒC. t), U› = Œ, 


“x3 Thể thì với mọi cv ọ € Ƒ; ta có ˆ é 
+*(J)› — (Œ. £'(0)) = 2'() — #0) 2 = l. 

Da đó x* =ự(1) với mọi ụ € = š.Ệ livv ©*®= Ẳ. Cuối 

xủn# tử tỉnh đuy nhiết đó ta suy rã ƒ* ty ến tính ¬ 


(at, 2 “(xe ƑE B03) =< 21C), vu ƒÍ 9è) =, - 
_=#z (?(+),u) + 3 (t(Y),Đ) = 
= z (+, ?°(U)3 + 2 œ2 2*(0}; 
(+, ze*(H) + Bọ"(P)). 
Do đỏ theo tính duy. nhất vừa chứng minh ta . 
+*(zu + B0) = x2*(0) + 6@*(e). 


(ÿ (?ỉá sử cơ sở trực chuẩn li ty, 9s, <., “k. NếU 


¬ 
s(#;) = z. +tiã “ thi (‡+“¡). “) == %#|. 
j=I1 
" 


isử ` -7*Cs) = 3 ữä! Thế thi 
". x. 


- G 


mm tớ, : == %¡,„ do tlÓ 
lấn" = [âu = [#u] —__ SP 


319, q) Ma trần của tr đếu với e Sử tỊ, tra, ta là 


77, —=u 260] 
¬1.^ÃÁ # . 
Ả—MH TH” —0Rj 


b}ỳ MÃ. trận của s) đối với cứ số nụ ai r„ là 
"4 UĐb B 
L4. — 1 
| {1 1 
“^0.-a) Vi: 3)" =1." A để” và (LẦN M)=/2 + 1“ 


nẻa đúng thức ƒ =:./ ®@ Mã Rẻo” theo ' đẳng - thúc 
EB=í~*=e \-. l ^ 


b) Với +' € £'tạ có+st =0 +©:.€GC.: CC 9. Giá sử 
„;<€£“.-¡€ Ä/*. “Fh€ thi | 


_$Z, @'(U¡)` = (2t). r) = (. Ji) = 


Do: đỏ ¿@*(U;) = 0) với mọi ¿ € /.*. Tương tự, 
tc. 9°) =7 QC}. z¿( =7. CỤ, nề = (, “I}*« 

Vậy {t.<*fr¿ "` = (Yv,? ¿2 với mọi + € ÈÊ. da đó 
vs \tz:.) = r, với tui T¡ € 3°, 

Vũy £* là mi phép chiếu lén 3 SP “2 tứ với /,°, 

- #2, a) (iiq sử 0 € f.*, + €E. Thể thứ 
'— (ỆY), ý = (tLƯYG/ _' : 

da đỏ 2 *() € /~. _ ¬. w # 

b) Ÿi+7 có Không gian con bất biến một chiều £E¡ = #€e;) 


nêt (Ít cầu 3) £ có khỏrg# gian con bất biến +? — 1 chiều 


E‡, Lai x€L ủi thu lớp! +: vứa œ trên /r, LÝ luận tương 
tự ta được khoindegian còn ¿— 3 Chiến của /Z*⁄nẫm trora 


EY bất biển đổi với +¡, và do dõ bất biển đối với œ,.. 


c) TCheco cầu D), 2 có đầy không giao côi bất biển 
& l E = đu. — ¬á.— 1 = ... sai cu x 
m¬à đim luộc —- a l§ —— 1„: Su n_ : . - v6 - ~ _- “ 


- 


Ta tìm được c2 sở trực chuận +:, ©s...., “4 Tà dị € 22. 
-Đồi với cơ sở trực chuẩn đó, rõ rằng ma trần của phé; 
biến đôi trwvến tính seó đang 'aim giác.. 


€ Ê vì mọi số phức 3z, B ta có 


>3>®. 14) Với mọi .v, 
Cp(z+ +) — sảnh ~ “sả g(z+ ~¬ f/) — “e(#)~ : 
— ÿP‹p(/)› = (zŒxt + BW)) ‹ -+-5U/)) — z(p(e-t +0) 
?(%)) ấ" +Œt + 8). sÚ): =tfli qŒ+ +ñu) +” 
+ %+% t2) +zPGŒ(, s(M - — B œy( M3 „.+: 
g(p+ + Bu)Y — 2>- (2(0). z(r):- — 8B ce(0). (03) '= 
m= (+ + 2W. se dong — ¬ zxz + ôu, £)› —”" 
—¿t®, x 4 B3 + z2: s. ; - s&=- 
Xi#S ` — 52W. seeE 9g: hc®-% 4) ©BB%, tt —= ` 
__ mẽ (⁄t +ñuU, xx +) — (z2 + Sự, 2. — (z®Z-E 
+ 8ự.0ñ7 —- (xe, 2,\" + fư) + G@x, z4) + cay, 8ư) — 
— 9.%+ s= sử; -+- (8U, zz; ». đầu, uy =U.. - 
(x» đó g(zt c—© BỊ) = x2z) + 32(/). : 
trọ Trềo giấ thiết tạ có với thọi-.c, ý € #7 và truội số 


— 0 {z1 ÊU. H 


` 


pitứtG ƒ? 
«5C +> Bư), sÉx +03 = {tt +ệự, 
tạ di tửi đũ:t¿ thức 


.“.c.. 


hai tết. hai về 
ñ (r2, 2(0); T8 4Ó0),20£) = 8 (t0 0102) 
Lấy ö = l1 ta được ả 
tC£). 2} + 12/0: vê = 2t, + 20,œ: (1` 
Ly B=—=i tạ được - Z X“ 
— i“$(.t). 2(/)) + (0), Út); 
,= — Í (Y,t} Lêu tư, #9 


hay gián ước cho ¿: 

— (z({*~), 2(U)> + c0), vàu: =_ = ‹.ì #3 

Từ (Ù và (2) ta suy ra ` —- 
ˆ (p(t), 2) = 12: 0.- _Š 


(ự, +). @ 


Kn 


_ "8%, a) Nếu e là một phép biển đồi Ainila rõ ràng Œ g biến 
“một cơ sở trực chuần thành một, co: sở trirc chuận. Đáo 
tại giủ sử ø biển cỏ sở trực chuần cử Tà ke: e@xs thành mìiột 

có - SỞ trực chuẩn z4). 2(“x), và +,  € E: Ta có 


»”... = ` EB 


`: AH ự "K 
 —= ` đơn, l} —= “%+¡,„ do đó 
Là %¿1, ÙJ 5. LbIẾ | : 4 | 
+ si _ ' 


»x)—= » salvj. sÖế= » ồ⁄ 


' ti : TT. ...: N t4 


Nhưng vì ƒs} và ƒœŒ2)| Kà các cơ số trực chuận nên 


" 


(+, J> = cà œ¡8, —= ({¿(Y}, +) - 
i=1 : 


b) Giả sử đối với cơ sở trực chuầnu “,„..., ‹„ của # ma 
trận của phép biến đòi tnoítn @ là A = (za) TH thì 


z(ei) —= = > “ — „ _ " 


heo cầu T s4) cũ ø lập thành Một cơ SỞ tực chu 
.nẻn k : 


` - $s(Ằœ), ft) =—= sšcš Lửx đỏ say ra 42 = Í, 


tức lá 4 là xyột 1a Lrăn unita.. g HA 4 


-__ Đão lại nếu ¡ma trận <i của phép biến' đòi kia Lính ‹ 
đối với cơ sở Lrực chuìn [z;¿} là một mua trào uaita thì rể 
tng {zŒOj cũ là một cơ sở, trực chuần, đo: đó„thec 
Gần g)1sỹ là miệt phép biển đồi tipita, ì 


22+.) Với + € Ê,U € /Yticó 
% caCr).-eứ) . I})= () 


Lo đỏ vì ọ(L) = ƒ„ uẻ!\ @(/)} € /.*.. 

b) Ta có thẻ chứng mính một cách tông quát rắng: 
Mọi phép biến đòi tuyến tính 2 của một k chủng đinủ véctơ 
-+t chiêu trên trưởng số thực có khỏng gian con Đất Bbiếo 
1 chiều haá {c 23 chiều. : `. : 

- Thật vậy, nếu đa thức địê tru ug cụ 2 có nghiệm thực 
thị + có không gian con Bất biến một chiều sinh bởi vectLv 
tiêng ứng “rời nghiệu:t đó, Giá sút đa tức ;đặc trưng của" 2 
có nghiệu( phiíc Z. = ứ + 00, (,.D thực. Trong: /„ chọn 
IMIỐC CƠ SỐ 2,,.... 9n nào đó và giá sứ .L lì na trànXcủa +2- 
đối với cœ sở + >v phương. trình X.\ —= 1X, trong đó ˆ 

= [U,«‹. .Uaƒ là nưi trận cúc ìn +¡ trên trường số phức. 


‹ 


Pluương trứnh đo tượng đưựnng với 
X4 — 21) = U, 


tà một hệ piưương trình tuyến tính thuận nhất có định 
thức { ‹Í — z/ | =9 nên hệ có nghiệm. khác hông. 


tị = tị+ 0i, tị, 0ị thực, j = 1e, 21 


ao tủ điược 7 . 5 ~ 


+ 


Thay, vàn phường trình trên rồi tách phìn thực và pháo 


ấy... Éx}1 = đfy...a}] — ñ[P;-.. 0a]. 

(Ư¡... 0a] = ([Uy¡... Đa] + 0Í... Êak 
Xxếu 4, 0 € ạ mà ( = Vốớ@y và Ð nó Tớ” thì hai qxơ 
thức cuối là : | 
% 2€) =: qđ — 0U, 
“. (0) =á qnu + ù( 


chứng tö ¿(t, “) là khong ` gian. con nhai chiêu của ạ bãi 
biển đồi vời +.) 


«) Theo càu Ð), œ cỏ không gian bất biến. chiều hoạc 
2 chiều, Nếu »w vở không gian con bất biến ' chiêu #¡ = 
.=& /.(tr;). trone đó t; là một vec1ơ định chuẩn thí phég 
biển đời +, thu hẹp của ‹@ trên ⁄, nó dạng ®;(-£) = ‡t; + 
Nếu £ RKiheøng có khỏng gian của bất biến Ï chiều nữa thị 
vhet nột Khảng gian cóiai bất biển 2 chiều Ê¡ =. (“g, “2Ồ 
Lroita+ đó eị, tạ là mơ sở trực chui của: 2). Ta chựng 
tH"ah tá phép biển đồi s¡ thủ hẹp của @ trên ¬ ¿ữ 3M 
trận đội với se X*ở 'Yu &¿ là 


na “¿essÖ sin0 T 
— SinÐ coxÕ8 


Thật vay, v vị lá một phép biển đòi V06 gIAO ĐỀU Tứ 
.. tạ Mj 


* ` ~.. hà - Ỷ 
trận cưiật 2: đổi Với tớ NỞ #(, CÓ đạn 2 :< , ị tường 
3 t¿ 


Xa Ni”: Lé 


đó } ¿\ Ì =a si — òc =z -]l.. Nếu | 4 1= —I! thì tà ee 


_ . `ạ ùb Lá ˆ é - * "ra 
 = —‹i, b — + nên | — | vữi 2“ -+ bề — 1. i„c 
b —.‹:]j 
đẻ đa thức địc trưng | Á-— Äl ¡== 3% — CÓ - IrgnieuA, 
Lrài "giả thiết @ Không sỏ KhỎñg gian vòn bất biển mới 
` ~.* " 4 ý 3 h r 
shiêu, Yấyv T3 tt} «: ƒ cũ vì = _. ` \ với nÊ -Đ h se 1 


\— bò }ị ¿ 
(lúc đỏ & = đ, b = —€}- Đặt «@ z= củaA 9, c sinô tạ lược 
tu [ cos8  sinÐ Ƒ 


_ "—— 


.† —sin8 'eos8 


- 
+ 


Xét phần bù Lrực giao E2 của Êy.. Theo cầu a) Bị: zing 
bất biển đối với và đím E{ = — 1 hoặc ¿+ — 2. Phép 
biển đối <4 thu hẹp của ø trên #Ƒ lại có không viàần 0Ø: 
- Bật biến 1 lmsiìc 3 chiều, và LiẾp tục lý luận tường tự phiìn 


.*'ư*ớớ 
° xa 


tên ca E7 s⁄.. Làm như và ty bí đÍ đến tuội vợ sở trực 


“hư cưa Ê¿ tị đối với vớ sở đÓ mìa Lưậu vi 2 ĐÓ CHỢ 


4 ` 
1 - 
` _ 


= coxẴ; SinÔ, 


„—siHÙ, cas8, 


JOxÔ, si Öy 


—stH 20x 


“œ = ¬ ° ... ' =- __"-” ._ ẹ : “P « su ` ` `. 
UoOhng đÓ cˆ 7 Từng vớ ciịt KhOusd giải? ĐẠI ĐỊCN Ê OH1CU, 
2Š, Ít: 


òU khối [ , trung với Không gian cón bất 
} —AÄR!U3; casi : 


đền 2.ch (du. 


ẲœŒ 
®sesssu2 


+25. 4) (rững thính tương tự câu 8) Dài 334. - 


ch) GIÁ sử giá Lới riêng À trngzvvi vecb riêngzt SỗA ¿- 
thể thị s(+) te 'Á,V,. 601 NI : ‹ : 
» _ k 


G) có (E nhất một vecty riêug, da đỏ có vuect0 viêng 
{nh chuẩn #¡. (iiaá sức ) =*L£(). heo cấu a) phầu bù 
tực gian É† của-fZ\ cũng Dất biểu đối với p, do đó vúi thị 


P?Ù #$y u”a k trên Eÿ cñu# ở một vecLơ riêng định cintẪn 


Ø2 li1g tục ý luật HC vạy GÀ QƯỢC 2llỤtC CÓ BC tước 
chuẩn eí, Œ2,«.„ €c Gửa J4 mà đội với nó ma trăn của 
có đạng ` | : 
„ ty “7 ' 
` — | : | 
¬ sÁ : 
` h , “4a 
trang đỏ | z¡ | =1. 

326.3) Suy Lừ càu đ) Đài Lắp 3319 

B) Tả chứng tính mại giá trị diêng ca phép biểu đo 
EcmiL @ đều thực. Thật vày gii sử 2 là giá Lý! riềng ơn 
vời vectơ riếng +. Thế thi 2(+) = A+ và đo đỏ, 7 

cớ p(Z}) —= (%; 2.2) = r ^z, 
= (2%), tỳ = (4t, ` == À +, kÃ 5 
Đo đỏ vi la tt} z2 Ê LỂI) 2, = D _ : 

Bãy giờ La chưng mình rằng nếu +è là HỘI( vcciớ riển 
của phép biến đỏi l¿cmit @£ thí ` = [#⁄(%)J“ cũng DíuU Biể: 
đối với ự. Thật vày với  € # thí (ý, vì =mU. Từ đ 

(cCU). +› = (0W, siu = (U,^®%'¿ = 7.1, V¿ = U. nghĩ. 
là Cu) < +. 

Đối với phép biển dồi lŠcuAit @ có veeLlơ riêng định ¿lầu tì 
Œt, theo trên ¡ =[/. Ce)} là một khỏng gian con ¿+ — 
chiều bất biến đối với ọ, do đó trong 2”, Lồn tại + vecku 
xiêng định chuẩn 2; đối với @. 

- Tiếp Lực xét tượng tự, Lá được THỘI CƠ SỬ LỰC chu¿i 
của #Za göm toi vecto riêng của ¿. Đối với cơ sở. đó m 
trậu của ‹p là na trăn chéo mà trên đường chéo là các gi 
trị riêng thực của 2. 

237.a) Giả sử là W là các phép biến đồi đối xứn 
lệch của không gian unita #,a tà một số thực tuy #*..Th 
thì : 
(c +)°= g* + „= —u —  = — (@ + W), 


(ọ)* —= tra* = qe* — — (t¿. 


c2 
% 
k*4 


__b) Suy tử câu đ) bài Làp. 218. vÁ, 

sạ©) Ì TYước hếtitd, chứng mính. các giả trí đệng € của , » hoặo 
bằ ng ( Ú, hoặc” thuần: äo. Giả. s sử: Hè giá trì xiêng của °. bụng: 
với: veclở“r riế nể lá Thể. thế n XU v NN « 2 Dê ẾP) 1 LEA Tệ x5 


.. X. +. *x "- - 
"ch ¬ sa HN » ... "` -*‹ “ở -“ T:~« « 7 s 
* ..<.. x.. 


jv v. S.@ xe) — CA hp X28 

kể—> = TC -g(r), |. cu, .ọ 2 =—* œ, 2% Nể ÀN 

Vày À—=—À. do đỏ hoặẻ. À = 0 hồặc ‡b, b thực. Sau 

đó ta: chứng mnính tương 'tự/cân bỳ của bài trên. 
228. R) vớ 5 ác g £ St R vị 


: “ .....-. = _ˆG). Là 
Do. đó g(u) € L:-.- S tàu 
b) Xem chứng minh câu b) bái tập '284. 


'e) Không gian £ phân, tích thành tông trực tiếp: cổa 
cúc khỏng gian corr l chiều hoic 2 chiều bắt biến đối với 
2. Trẻn imnồi, khòng gian. con đỏ ánh xạ: thì hẹp của “e đối 
vỏi hột CƠ SỞ trực chuần có dạng tà mnộlasố thực ø hoặc 


là một ma xé“ cấp hai | “ Ì: Theo câu b} bài trên 


siểma trận đó thôa mãa Tu, À' = 4, dó đó —p=¿ 
my ra ¿e=U, và |“. Táv..JƑ*”#  z —. Ômử); 
Y ø v Mắt s Ìr: 8 suy rạ'z= 

` Ễ  ..-= ˆ : 


229. a) Suy tử” scác định nghĩa sọ" = £, “ =e và. 
›*“ = —ọ, . 

b) Giả sỉ #fa vectơ' yrl*ng của ° ứng với giá tếj riêng 2. 
L chứng mính là vectơ riêng ‹ của g* ứng với giá trị 


iâng A. Nếu ký hiệu ø là phép biến đồi đồng nhất của # & 
al ta có . cãi : 


* 
ị 
& 
trọ 
œ% 
~iÍ 


'4c(+) — À#. q(+) — Àt) =. ¿ 
((@ —.At) (£). (@ — Ae) ()) = 
(+, [(@ —-A#)* $ — Ae))] (+}) = 
(+, [(e* — 6) (ø — Ae)] (z) = 
(+, [(@ — Ae) (g*— e)] (£}) = 
((@* — Äe) (). (ø*— A8) (x)› = 
(@* (Ut) — A2. @”(Z) — ^A+). 
'ậy (+) = = À#. và K~ vectơ riêng của s* ứng với giả 
trị na L LIP ` 
c) Giả sử g(Œ) = A2, s6)= "....a. 
Thế thì theo câu (b) ta có -: _ 
:A (+, 1) =. Œœ). ) = (, $°*(0)) = cứ gề- 
Do đó = " | “` 
(À— ©) (z.0) =0auy TA (T7, } = =Ũ, 


| se l f II, 


đ) Giả sử ạ có vectơ riêng định chuẩn cạ. Kỷ hiệu 
S\ = L(e¡) và EƑ là bù trực giao của xi” Ta chứng xinh 
¡ là khóng. giep con bất biến đối với ø. Giả sử  € Eị, 
The LDÑC 22; bà, 


(ọ(). N —= Ái, ¿*(e)y = = (U. Xe) ,= = {U tị) —= 


.- Vậy c(u) € ZƑ. , # =. - 
#Ÿ là một khòng gian +®— 1 chiều và trong Eƒ lại cé 
-một xectơ Tiêng định › chuẩn &; của œ. Tiếp tục lý luận như 
vây ta đi tới một cơ sở trực chuần của E gồm. toàn vecto 
xu: của œ. Đối với cơ sở đó ma trận của $ có dạng chéo 


-880, su =3 _= và ® = SN 2N ng 
Thế thì ạ „m là ôi phép Biến đồi Eemit, còn 1 là miột 
.: phép :biến đồi đối xửng lệch và @ — 2t-E ọz. Mặt khác 


ho 


nếu. == T¡ -E #;¿ trong đó 2¡_là phép biến đỏi Eemit còn . 


s”. là phép, biến đòi đối xứng lệch. thì = sec <4 


3 3 : , An v —. k„ , >ˆ “.= BI: 
Shin cach an). 
Tì 2 1s. 4 NT - NGÊ: lạc cuết 2 
5) Tương tự.câu: (a4), đặt:z7:*: S:*‡S a3 v22 
MB -lc s sMỆ- ° NERC Â2-~).-se xS. 
q1 ;J% 2 , VLi == 3 + 


@) GIÁ q Sử: c= ©ì + S2¿› ự ‹ 
trong đó s¡ là phép biến đồi EecmiU cng 22 đà phếp- biến. K 


đòi đũii _'ng m”yệc chế thì. ph —= T4 ARPf đán mg % 
do đó. ?? :n ĐI = r9 + ®271 xá. Ô HIẾP, 


p”ẹ = c 5 tia — g9: c -Ẽ, 
Vi vậy 22* = @*°%$ khi và chỉ Khi 


tiŸa — vrợyG 


CHƯƠNG V 


DẠNG SOAG TUYẾN TÍNH VÀ 
“ ĐẠNC TOÀN PHƯƠNG 


251 a) Với m = 3 tính trực tiếp bằng phép 'nhân ` ma 
trận. Áp đụng liên tiếp m lần KH dùng GHY HHẾẶ -- :.... 


b)/ =' ỆEị, © #Z¿ — +s)°— #3 +8 G123 


.*.g* 
# v 
.... 


Dùng phép Biến đòi thứ nhĩ, ta đưa E về đàng : 
- —vÏ — sỹ + Sử sở = #Ï — Gì — đời Ê 1663 


_;Dùng ghu biến đồi thứ hai, ta đứa về' 
. „” kế xÀ*ế .“- ha ˆ + „"Ộ, k 
sẽ S x t, Pu, 


Ma tràn của phố p biến đỗi đưa các 4; về các œ?" là 


..e 


Í 


¡| 0 0771 U 0} rẻ _ Ø0 G6] 
—i{ Ì vã |9 1 0| =] 1 tị 
|—tL 0 1 ¿{0 U: —4 4 tà — -€} S | 
232. a) Có thê viết dạng. song bay£ a tính lộ dưởi đạng 
_ma trận : + ¡ 
: £ = Xa. * TSẤ: 1) 
trong đó \ =m [4Ó 1ao cáo Đại Ý S= [Ủy Ủạy s«‹ Vẽ} 


Giá sĩ ta dùng các phép biến đồi c các nệ thống ân ga : 
Kì :& ®\ Íẹị, UJj —= 2 Ủy Škj 
hoặc viết dưới dạng : mautrân là ¬ vã 
ở : A, == — Xứ. Y ——= =YụS. (2) 
N ˆ Thay (3 v vào (0 ta được - Đi 
= ÄXIPEAS'Y† = Ä¡AJY?, 
„ trong đỏ ác Sở = /?!2\S' là ma trận của dạng đã biển đồi. Tù 


đó dùng định. nghĩa ma trận mướề đương, suy ra điều 
_phải chứng mỉnh. “ 


.. b) Đưa các ma trận ¿ của chú ng về dạng ché. ?O và Su dunệ 
- câu trên sIẺ- # `“..à lưu 
"233. a) Đặt s= Lẻ trong bài trên. | 

b) Nếu A'= x- Kì thì từ câu trên ta được : 

. ` 4 = + Ta? = + ;l- 


tổ 
“,. 
` 


234. a) VỊ là dạng EcmiL nén # =— XAỈ”.. 
c. 2Vì tả: ,đã dùø;; các phép biến đồi (2) tủa. bề? trẻn, nẻn 


.* _— 


ma. trần của: đạng † -cmit mới, sẽ là- x. =1 ng, 
'phấp lý luận tương Lư câu sa bị äi trên)< ¿ LÔ ti Ga 2 TU: 


“hưởng, pháp. lương tự 


-È 3 — 


.- Sb}ỳ Dùng gua thiết 4 '—= SÁ. Xà: 
'câu: -bŸ bài trên. Và Ÿ NỂ ch SÊ ti! Số VVẠn Và, 


vn" 

235. a)I Đ “1, 1%© smí1 có thê đưa: tờ Ẳ tà 'ự mới với ma trân 
“cm TaAS (xem bài truớc), Đưa ;ša tiên .t¡ về dạng kẻ. 
Ô chéo vị “ ty @ ta ..e troug. đó íƒ¿, fà ma trần. đơn Mi 
cấp r._„ tà má tràn không cấy œ —.+. Ihí đó dùng định. 
nghĩa spa trần cịt địtng ng ia: ˆ8HY ra điền phải chưng, 


- 


minh. d6 AC” SP, s kg TƯ ĐÔ vi 

“b) Vì 2i là mà trấn đối xửng bế Nữ được mã tấn: 
dli& tyc Ứ saa cho Ai =AØT! có dạng chéo: (chươ nợ 
tri Lr¿n}. lý riệc, ví E là ma trận trai: tức Ở^~kXk== , 
nên s$: =1 có dụng chéo, Vày <1 tượ nự đẳng: với mà, 
đrưảnG hú <4:, 


Mà 
sa 

.wẻ 
- 


GỀ vn 21C GI4 G cing ,càn trẻ¿1, 


. ` 
` 


236G. a) Giá sử £ lạ tmội dang JšcmiL với sữa trận đổi 
xứuư lomit ¿(, ?1ea^ chương ma LIÊN, tồn ti toột ma trận: 
Huniia #2 sao củo mai trận si = 4T cá dạng chéo tực, 
Viữ/ là ma Lrần uni0i nên U”! =e ', đo: đó ¿Ủy = U, ` YN 
Từ đỏ suy ra điện bh h chưng minh. 

b)1. à hệ qui ¡ dứa sâu tiên, 


>¿ `: Ấy a) Trong d., toi: p0 tươna lồ (+) = hủ , đo 
phép biế n đời các "Đu `... dưản: 1. (ít được dụng Mở Ï là 


(tỳ = XAX: = si Là A1Xi 


¬ 


Với.X'=— Fzị...., AxÌ. - [+ m_i 5Ì 


Af£t lrẫ cỦa đình tôi Là tâm —=1-ÖÚ". vị 


Vậy quy luật. biển đồi mà trần của dạng toàu phường 
cũng y như đối với dạng. song tuyển tính cực. Tử đó có 
“thề áp đụng các kết quả về đạng song tuyến tỉnh trore 
các bài trên hoặc chứng thỉnh trực- tiếp tương tự. 


bỳ Là hệ quả của câu trên. 


c} Nếu không cần đến Linh trực giao của phép biến đôi 
tuyến tính về cúc ần, ta có thể biến đồi tiếp: như sau: 
Nến trong dạng chính lắc. ở cầu a) 


mã €r..«. c dương, còn £¿ + 1,...c; Âm thi la thực hiện 
phép biến đòi tuyển tình : 'rẦA 


* . : Ả =—— V(¡ #j, ®, —— V—: x 
ˆ N... ly Ế ý ƒ m9 sB= 1s .... rà 


ihi đó dạng toàn phương sẽ dưa về đụng chuân (ắc 
nhờ xmột phép biến đồi tuyến tính. 


238. Tương tự như bài trên, chỉ cần _ Ý rằng biê 
thừc của dạng toàn: 'phương Ecmit xi 


Tem Gi¡1'¡ ®) — Xa. 


- #39, Dùng phần trnự. Gia sử: dạng Gửa. phương thúc 


lcc `X=!' wuô “ 
“Ũ +<+ c, th ng tư —-— tt & > v4 


nhờ phếp: biế cờ đôi S) — nN s. _ tại ¡ đun. được về ? đạn l£ 


;ChéG ˆ 


+, 


„3 & -_. 2# hÀ- +. vu CO2 : lự ®^ "^v.. gẾ? 
đ,zš -—- ... — xi .=—.e t..#£P, ¡ =.. vn S==: đc (d; . "đã 


với ạ << ‡ chả: nữ hạn, Điều đỏ có agù1a_ là. nếu trongt đẳng 
thức. 


: 0m ¡` can, 
-eai + a +a C si “xi sớm —nj_e — c® =.. 
: vn “ 
+ 


. e«-3 
“ * 


== =2 xi +kt — TU NN c . = Sâu xử” 


trẤ. và » : +. í r .Š 


ta _nr ~ị¡ bởi biểu thức của chúng qua _ "HÀ thì ta sẽ được 
một đồng nhất thức. Viết động nhất thức đưới dạng 


#ị == Ú, .. „30, . =0.) " Kế 2 


Lrong đó La hiều Z¡, ,‹‹, %; là biều thức của: 'chúng: qua 
#1,<.„ #e. Hệ @®) tả znột hệ phương. trinh tuyến tỉnh. thuần . 
nhất đối với cúc Äa +ị, ... zz với số phương trính bằng 
s~+ (a—' 9= n— (L—s) bé hơn ần,số vì £ >s. Nhưng 
(rong trường hợp đó hệ rC) phải có Ít nhất một nghiệm 
khúc ' không 


, v. Ẽ và 
“ =- s.wứ" .... * — C„ . — -, ..# Si _.ýỹ 0 


Thay nó vào đồng nhất thức trên, ta được 
đục kêu .¬^— “ẽ ciẾ "In s* +. . + cụt? = 0. ¿ 


“# 


Vì cúc dị, €; Ôn dưỡ dữ, “, Sĩ đều tkhòng âm nên từ đó 


Suy ra €¿=.. == #¿ = Ô trái với giả thiết tà naghiệnY của 
hệ (*) không tầm thườ ng. 


20. a) U; — gẬ 1= g3 , 
'b) gỆ — Uạ — Uÿ; 
v) t1 — ""Ẽ: 


301 


2 3.v.3 .' 
.d) ì— Độ —0—W, t, 


“._nn. SN xẽ 
,“6),-† uy = dày — Ầ 


- tự = “tà : ° - ° 5 s. “tC * 5 
241. a) 1 + lTm = U2 : "X==Wr— tt lay Y ta, 


Xạ ==— "2 - —— ÿạ 
. _ - 
lạ — _——. + ——0 
“§ sử Ki . 
€)0ì ~Ð Ua — Da (1: = —= =a Uị = J2 + 


1 
cả 4 : Tu" x.âng tớ c1 


`Ð vỆ Ệ ¡mm n. ca xứ 


#z = Mì -E W2 — Ứá, Zạ=s..#¿=W« 


lệ LÝ vở, 


^>t+12. (1) Ứa : với ÿỨ¡ =đGI1y =- ... -}~ lk.- 2 =#ter. vn 
...5“ Ử -$*‹‹ 

, , “... _ 

t;_ h = tị 1; v4 —= An, Mại = = uy" JcP x3 Tớ v n 

:ẽếu tt ra . ` Ƒ ÄẮ..Ê.m 


= ` * . : LÝ LŨ ` " "“., . 
Ð)W, + Mạ TC Đạt s Ủy kg. 


) xÄ gẺ kh Ã P‹ „ 5 r s . 
L 23 . — ,. ° —__. } àx _Ý— là ~~—— ——~ —— -—~- tJ — g,,, ¬— 
H -ˆ 9 4 ¬ { đề 6 


œ+. ¬ + t + 34, + ¬ mm 


, 


P G$ = xs), Em . 


CN 
2 
vực XS 


SN cơn SÊN v/Ð Z9, a2 20 ĐUÁ 
› J2 —— +a + 2. (:Ca T ‹ts + 's.« ¬- Za); 


4 


= "C2 ,..3 : ; - tiệt 


* ` í . * + 
Ỷ..s* Kha Độ xố 


hộ bì — #m 


-493- 


⁄ áo: HAdd dân: Đưa về 8-bài 2030 


- Xc d9Y - % - sẻ “- tua v^ 
in ch Là tey2 t : => xe 
“9 - vn x T12 L. hở Q vớc 
-¬:_h) = <.^ — (t= 3z , đu ... L — -3), 
v'Ê “it 2a 2: ° nh ` .. ở = TC '. - 
cá "7¬... — m .. 
:2Ÿ k Siy VÀO ca “hy < LỆ co tà Nàng n 


+ lở QJ G S“ 2 ềPGgợế 
5 1= —_~n ch, t= 2, 4, 6, SẮP, 


: —. h ~~ ~:> - 
t* h 2 “e SE T2 ỮU LÊ Hưng = 


'ENếka lê: ất: xi vế 
Nếu n lẻ: `. XE Vệ #ì Ứ›— xạ sà + »> _ — #~¡ 
° t3 _Ắ _" ~ v ‹ 5 


(=1, Ổ, 5e R—S2), 
` 


>.... 
kẻ ` 


ÿ.— TA, =3, 4,6... n— 1), 


` e có c h n "sa 2 
+ * »: Si - - - " * ° Ẳ 
» UỤUza Đ. T Ta * 1 —_- Tn» v 
F ° v Đa = Ta. § : 


Hướng dân: Biều điền Màn cho thành ng "—-.- 


x Tw-—-`-.. _ M23 in 28) : 
tS X)! 9Ï“ 1. „* z : NT 
*t t—¬ — ửn =° _-` li / 
_ .ểẻ .. -* 
` _..® Xó. S°, l b3 he P xo 
- Sun Em . h3 Tet THÊ V2 .£ u23 


và áp dụng , pháp' cây nạp. Cách khác như sau : 

Thực hiện. phén biến đồi: zZ¡ —+#¡ — $, z¿ = tạ — %.... 
Zu_1 = Ta)! — ®, Zm = ta và công cúc đẳng (thức đó lại, 
ta dưa đạng F về dạng 


* HÁ.. 


xô vi - n—1¿ N thư :®§ 
"`... .... 
“Uy cIHỊ SS. cân .... z. 
Đùng kết qua - câu bỳ. Kbi đó tìm phép biến h đôi tuyển 
tỉnh khá phức tạpb.- -. - ` ` - 
F) (a—-900} — 0$ — MỆ —;.— Ma 7Í 
Ji —= = Gì tơi + ` bởŠz . ĐỂ, 
..“ -Ú SE G TA con +» tủ vê -+ sat Hy 
n4 | 
Ua ~— vì 2288 #8 + n + Xà 
= , 1 vã .* ses* & F c7 
Ứa m5 P2 MO ¬—.. ` + 38)- 
_ 243, a) Các đang ?, 1 và 1a 2 TEný n6 đương nhau ` và 4 không 
;tương. đương \ với. Tạ— Vy cơ: xưyit để và 


 »„ -'b) Các dạng f2 2: .và. f3: tong (dường) nhau: và _ 
tương đương với Ƒ{. `: 7 7 xo... ., CN: s2 


0ñ ' 


. a) Quán hệ H xúc - định bởi. S066 ` 
'*fi 2R.fx< =;dạng ƒ¡ trơng đượ: nể Sởi:dàn‡t⁄; zề HIẢ Tmột quau- h 
-_ hệ tương đương. trên. tân các: dạng Áp dụng¿định lý về - 
ĐK no# Giia 'lớp: tường đương.” ° ÁN: . ấy 2N SA Ne Lê § KG 
“Trên. trưởng số. cất có. _ KSÁÁ, + Tớpệt cốc Kế LÊ no 


_ ninh “2z abv Bi T, 


- 
- 
..* 4y, : hnc 


Trên. Cường là SE thực n ; SỐ ¡003 #Ó) G2) “lờ nhi, 


" ` 
vã `. + 
¬ 


b) Hựng là số chẩn, ký số bằng không: ` ¬ 
. cỳ —yH]+¬ sưng, [x] là phần TP Thế 2 của _ 


šz.¬ã>- GIẾp TƯ ý XS: - ..... ..”... * .. ~.* +. 
K4 kg lu, NHOỆC- "nơ — 
- -“‡#£+ 4 


""*>ø45. Thèo Thôi, bằi tấp: biở triển; dạng đã: cho có nh: Thuàc 
ng dạng chéo hờ một phếp. Diến đồi với na trần tnita L7 
và,na trân củu đang ràyi lÄ Ai, — (1T =& UAL!—~!, Vì 
4 "Không những lương đẳng: nà có đồng đạng với 4;: 
` rên đa thư tr đặc tr ự của .\ và. .Í¡ trông nhấu (xe tội 
- hài tâp Lrưởu), vàxv củi còn phi. thử nghiệm Liêu chuần 


Jaceobi đối với. dạng “lăn Sq Hư + ` ‹‹a ^^ .€z#v,. 19B 


kv. 


tưc đặc Lrưrng của nó là, 
lệ : - sSỐÒ WY GÀ. YÊN— d0 0= h2 
làn: TƯ. "= ÀP?— giÀPT t+ogyAnT$# — = 
--Äểu tất cả các c¡ đều dương thị định lý Viet chứng 
-_ tổ rằngcitc hệ số của :pC ì có tính chất nhải tìm. Đảo lại, gia 
sử cúc hệ số của mọt đa thức nào đó. kháe không, có đìn - 
đạn nhau và các cựhcckv của đa Hiức đều thìrc. Thứ vZ thì cần 
.chứng mính rẵng ti cả các nghiệm 'dủa nó đều dương§ 
- Đùng quy nạp: giả thiết rằng đối với tất cï cúc da thức 
_ bãc bẻ hơi, điều đó đã được chứzig mình. Khi đó z(A) có 
mn— 1 nghiệm đương (vi nếu tHẦ cả cức gia - thiết đều thỏa: 
mãn đếi jvới. CÀ) thì chủng cũng thỏa mãn cả đối với 
' ° 29). Nhưng trong trưởng : hợp dó s({^A} có “không iL hơn 
.-h— 1 nghiện đương theo” qUY. dịnh: i*H ..“g và n;rh:ệm thứ 


+..... 


ft SIU( CỈU): ph: tí Gương ví eo gi thiết tÍCH của LAI các 
các pghiệm của (2z) là đdương.? _-- s ba 
__ #46. lề chứng minh mệnh đề b}) chẳng hạn, ta "xét dạng: 
'fs =:ƒ + 8g, rong đó e>+0 và ÿ là tổng bình phương của 
các tần. Rhi chứng : mính điều kiện ắt có, thủ: nghiệm rng 
/e >> 0 và đối với cúc định thức con chính tương ng D 
và 7e của các đạng ƒ và fctacó 2= lùn Öe. Khi chứng 


: 8+0 --, 
minh điều kiện-dủ, bằng vạch *.-v tích' f2 theo các lũy 
LhÈa của e, thứ. nghiệm lrằng Dẹ ¬ 9 và chứng tô rũng 


đối với các giả tì{ bất kỷ của các Ăn ta có 
K. = -lm ¬ 
_ —U : 


: e) Dạng /¡ =— x‡ hoặc dạng không" suy "hiến fạ=- — 
=— 2$ -|- 2t: rs có các định thức. on góe không, am 
nụ: ng không phải là đạng không íu4L 

3%7. : ' Ã 


b}|^| <VŸ: 


e) —0,8 < <0. ` ' 
`. ' Không tồn tại x như. vậy. : 
348. a) GIẢ sử?g — ƒ + I2, trong đó 4-7) # E4 e3 & 
Thay đôi th tự cúc ần, đi tới trường tới cạ sÉ Ú; thực 
hiện phép biến đồi. - . -. 


| 2u 
Ụi = +. Œ: = đu tt. — -1), Ứa my" 
ròi chứng minh rằng: đối với các dạng mới th” ; 


.. HS) L4 - 


k3 SD trbu + Knn VN N 


trong đó. Di S, li định. thức” "con. L:góê. ấn =5 J ,sna 
đạng ƒ ĐÁ Y1» 6s xu .b«ewesn 
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KT Ta Z. 
h3 


SỐ DƯ Ềy 'chính tứ c của SƯ đã cho. 


s 249, 3) Dùng định ` nghĩa. phén biến đồi tam- "giác và ' 
ína trận không suy biếu, hoặc dùng ma trận của các phép 
biến n đôi. đ‹ đó.và chứng mình trực Liếp, -: 


X$ : KX "N œ K: ¬ ...~— 
kuv Đ) 2c ác đaS 3 — LỆ 1 KỂ SA v 


Thưa +, 


`. ` 


=3 M. sHẾ Tên aey ¡Œ= 1 SĐT \ sen 
` ng - s= "ft ij=it-: ° : * 

_»8o, ) Tính Ất có của cúc điều r kiện (2) suy ra từ sự 
bất biến của các định thức con góc qua các phép biến đồi 
tam giác (xem bài trước). Đề chứng minh các, đi: kiện 
đó là đủ, có thể đăng quy nạp theo số ìn m. 

.__~b). Đề. chứng mính các đẳng Lhức @). cũng đụng bài 


trước : cúc: định thức con góc khỏng đòi qua cúc phép 
"biến đồi tam giác. - 


-~ 


“- 1, a) Ngoài cách đĩ gặt? trong gn\ệt bài t trên (tùng ls 
thuyết ma trận), có thê chúng mình trực tin: đa thân: 
-đặc trưng | 4\ — ?.£ | không thay đôi qua các ;hép biến 
đồi trực giao của đạng /- E— Đo 

sb) v4 0Ì + 4u? — 3: uậ- ‹ bức 
¡agá` a) + V6 9†: * 6ï gậ +9 0ã. 


-b): :u‡ £ v§~ -Ÿ— V3 vậ‹ .-= ⁄ 


“. ˆ 


-S). -30f1# q+vĩ ) t3 + -(—Vĩ7 303-- 


#‹: 


.. + dả dỷ vở 


Tạ= ¬—“ 0t: Tự “L1: 


b) 9ự2 + 18) " 9Ụ; $ .,#* % 


° : s%¬‹ 1 " 
CÁ dàn s10:— Mr Ha, x3 kết ậ 


-z¿=— VỆ Là : Úz tuc Ũ 


SIYP TẾ € tự 
` +a = Ti — vế HỘ 


V¬ 


' tu giả sài : = -... bi Qua của 
„mo . 3= TS ET _ Kế ý TH CC NA 1 T6 
ca “^+* PA @Œ Asi ˆ= .“ 6 ~ << + n9 S2 by TS = 

An: — LÊ. N 

__ ` Ễ » 

° vn, 3. * "+ +4 
- ?“s- “+» .-= 

tcc, Xá?! — > - 
TA N ấn Ẳ TEH 1a > 
.“... 4 4 

nh Lể ca 


vá ẽ' 
ñz>* — hs. »- - 
h - Ứa; 
xế, ..+ CN TY, 
PSG Tài SA Ôn Hay 2ÓP dư Guà vC. ,7A. 
T SV, l2 ..2 =2 SỐ `. 
“ VN án S ` 5¬ LẠC tế óc « ~_~ ..ằ. 
.*vư& :. ° 


"ị s: mm `‹G x . kc cờ 
Ñ Tây C `. nh, LẺ CỔ cc 2: 
SG — X lở là ° ÝẺm —— xử 

l LAN Tai ,- tờ vế 


_,==Œ\+ ... 


_3- “Win L#¡ +3z S ... _ Tục Lê— SN +4 


th VU) T._. 8)... n): tẩy : ` š- 
C St vi Ỷ ; Xã b 
-b) TC 0Ÿ — Q98 — TUỆ — sì— a Về 
;;Có thể đùng ngay phéi› biến đồi trong câu trên. : 


`285. a) -Höặc đùng tính chất của ma trận, hoặc chứng 
ở mảnh rằng đả thức đặc trưng tủa ma.,tràn của. dạng toàn 


¿+ ng ng không thay đồi chi Phép biến đồi tric giao các ân 
của dạng. .;. -' ˆ “..a 


_Ð) Các dạng 7 và # thơng: 'đương trực giao vé cỉ nhau, 
. nhưng không tirơng đương trục giao với Ø. 


VÀ, ` - _ 
hề ý „ rà 
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c) Các dạng ý và ø tương đương trực giao với nhau, 
Bo XNN HH đương trực giao với ƒ.' 


2 k) K”% 
ˆ ~P.. IN ` 1-0.0 
gq= TT ca cai BR=ÍB Ý 5Ị: 
3 3 3 3 P “ 
0 7 
"„ tự : 
3 3 3 
' s 5 | 
sưš = ¡ 1 0 0 
Q= lỗ- k: mm . D = Í) ¿. 
0 1 
3 *+#."# cÁc, 
, 3 3 3 


257. a) Ta Crưược cy là tòag của tất cả các Lhừa số đứng 
trong định thứ | Ả— 2E | khi nhàn & phần tứ của đường 
chéo chỉnh và lấy & = 0. 

b) Áp dụng câu Lrẻn vào ma trâu Ở = 4 '— 3 N2 và chứng 
tö rằng đa thức đặc trưng | 8 — ¿ | của ma trận Ø sau 
khi thay w = À — 24 sẽ biến. thành đa thúc đặc trư nơ 

|«à — XE j của na trận- A. ' 
"2V 1/¿HB cầu Liêi Ehtnx n5 rằng các số 'đ8¿föä 6n 
aaa lrận ‹Ì — Ä;Z \hu được nhờ phép trừ bởi A„ Lử các số 
đặc trưn của ma trận A.. : 


„trán. Áp đụng bài trên. 


259. a) Dàng định lý «Định thức của một tích các ma - 
trần bằng tích các định thức của chúng». 
b) Đùng câu trên. 


ị—Sã | 101 


c€) Ma trăn với củc định thức con góc đếu dương là mat 
trân trực giao lhi và chỉ khi nó là ma trận đơn vị, 

- ®á0. Dạng toàn phương / với ma trận -l”¿L là xác định 
đương, nghĩa là nhờ một phép biến đồi tam giác có thể đưa 
nó về dạng chính tắc với các hệ số đương ^¡, ÀÄz,.... An. Nếu 
€ ià ma Lrậân của phép biến đồi đó, Ð là ma trận đường 
chéo với các phần tử trên đường chéo là 


Vy Vã... vs 
(tất cả cúc căn đều — giá trị dương) và Ø = ĐC, I 
'Á —C'D?C = "B, 


trong đó ma trận Ø thỏa mãn các yêu cầu của bài toán 
Đặt Q = 172”. Thế thì 


gQ'Q = (4B—*)' (AB~!) = (/P)—! (4*44) —~' = 
= (B")"*1H.HH”`' = E, 
tức là ma tràn Q trực giao và -l = QÖ, còn nếu ¿\l = Q,8 
thì rua trân Q—”!Q¡ = r JỊ? là trực giao và Lam giác với 


các phần tử dương trên đường chéo chính; nghĩa là đó là 
ma trận đơn vị. Do đó Q= Q\ và 3 —= Ø\n,. 


261. Ta chứng mình mệnh đề a) đối vời sự biểu diễu 

4 = Q8 của dạng cần chứng mỉnh, Ma trận :1*.1 đối xứng 
và đạng toàn phương với ma trận đó là xác định dương. 
Vậy tồn tại ma trận trực giao P sao cho .1:L = P'CP, 
trong đó € là ma trân chéo với các phần tử đương trên. 
đường chéo: Ar Àz„«‹‹ Xu. Giả sử Ø2 iÀ ma trận chéo. với cúc 
-PoNP tủ: VÀ¡, 2z..... VÀ„ trên đường chéo và các căn đều 
lấy giả trị dương. Ta đặt  = P'DP = ?!1DP. Tủ đó 
suy ra rằng là ma trận đối xứng với các số cÿ^.trưng 
đương, nghĩa là đạng toàn phương với ma trân Ø là xác 
định dương và các GN thức con gó của nó đều dương. 
Hơn nữa 


Á°2\ = P~1CP = p— Đ°P = p—1 J2) „2 đà 1p — D2, 
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-“ 


Đặt Q = .1271, Thế thì 4 = QØ và 
('Q Xe (AB-')= 8”'(# 88p 
“`. 098—! — £, - 


nghĩa là mìa trộn Q trực gian. 5 X 

'Giả` sử đã cho hai sự biều diễn đạng trên: Á= Ñ'— 

== Qz/;. Thế thị .\°+4 =- = 8‡ = 0. ` 3 

Kỷ hiệu 3⁄ị, À3s<eeos 3a ï tị: Đêc..e, lu ÿ Ý(v V$6ss+ 9 lÀ các sỐ 
đặc Irưia của các ma Lrận :Ú'.1, Ö¡, /¿ tương ứng, sắp đặt 
theo thứ tự không tăng. Tất cả cúc số đó đều dương và 
u‡ — À, = vì ((Œ =jl, 2... n), nghĩa là ì= vị ( = Í1ÿ' 
TÊN nà. Giả sử €£ và 2Ð là cúc ma trận chéo với các phần: 
“LỮ Xị..., Xu VÀ q, H26<<ố ứa trên đường chéo. Tồn tại cúc - 
ma trâu trực giao Ở và Ý sao cho 2, =U'DU, By = V'DŨ, 
Như vậy Øƒ — U'CỮ, B8} — V'CY, do đó U'CU =¬ PC. - 
CIÌV' = f7V'CG.Ma trận W = (0i = ` giao hoàn với 
C. Ta chứng mìỉnh rằng nó giao hoán với D. Nếu 3¡ =ˆ Àj 
thì bằng cách tính một phần từ của ma trân CÍ = \WÚ€ 
ở hàng £ và cột 7, La tìm được (ơi; = 0; Vậy nên hiểu diễn 
ma trần 2 dưới dạng mua Lrận kẻ ở chéo với các ö chéo Cụ, 
(7ạ...., 2 sao cho trong mỗi ö cúc phần tử trên đường chéo 
nltw nỉ, cồn trong cúc ô khác nhau thì chúng khác nhau 
Lhi ma trận Ý là mịa trận Kẻ ô chéo với các Ô chéo VY, 
Í¿,.,.. Wy cũng cấp với Cị, C¿,...., Cụ. Theo cách sày dựng 
na trận Ð, nó cũng là ma trận kể ở chéo với cếc öỏ chéo 
Ð\, Đạ,..., De cũng có các cấp đó và với cóc phiần tử chéo 
nÏúưt nhấn. trong mỗi ỏ. Vị ĐD/W¡ — W,Ð,( ( = 1, 2,..., k}> 
úên IV —= VD. Do đó ĐUV' =: ['V' ÐĐ; È'DƯ = V'DƯ, 
tức là 7 = 3z. | 
Cách thứ he: Dùng các hàm mìịa ai thê chứng 
mính ngần hơn, Nếu Á = Q8 là sự biều điễn dang đó thị” 
';i — ?, —y¿‹l°-l, và các số đặc trtrag của /2 đều đương. ` 
Vảy / là giả trị của hàm V2. (lấy cắn số học), với » = ¿l'‹Í 
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JVi. các số đặc trưng của ma trần ¿12 đều đường nếu 
"giá trị đó. có nghĩa, xúc định đuy “nhất và xem như môi 
đa thức của ma trận đối xứng ⁄Í'21, sẽ là một ma trậu đối 
xứng. Đặt Q = .L/J”! la sẽ thấy Q trực giao như trên. 


+ biểu điền -l = Ø8¿Q¿ thu được tương tụt nhờ ma trận 

. Mệnh đề b) chứng minh tương tự như a) thay các. 

ng xúc định đương bởi các đạng IScmuit xác định đương. 

Mệnh đề. ©€) suy ra từ tính đuy nhất của các biểu diễn nói 

trong câu aâ) và bộ, Nó có thể được chứng „đính bẳ ng cách 

đưa ma trận Z vỏ đạng chính tắc nhờ phép biến đồi trực 

gỉao Lrong Lư tường hợp 1) và đưa 21 về dụng chính tắc nhờ 

-phép biển đồi unita trong trường hợp 2}. Khi đó từ mệnh 

đề 1) đễ dàng suy ra sự duy nhất của các biều diễn nói 
trong câu a) và bì), 


263. Nếu cập đang £, G tương đương với cặp đang /°¡, 
%, thì tử định nghĩn suy ra ÀAÊy — Œ¡= t (¿P — 6) | LẺ 
Theo lý thuyết ma trận, điều đó chứng LỔ các nhân tử bất 
biến của các ?2.— ma trận 2Z#¡ — Gyvvà 3P — G trùng 
nhan, - : 

Đảo lại, giả sử các nhân tử -bất biến của các ma Lrậu 
x„F — G và xÈy — G¡ như nhau. Tù-các hệ thức _ 


.ˆ,”!@.P".— 6G) =›ÈÊ — T16, 
r-' G@ƑF: Eex Gy= Tu ch e0 xi , 


suy ra rằng cúc nhân tử bất biến của các nữa trận A2 — 


-—FƑ~!G và ›E — Fr'G0) cũng ph nhau. Vị các ma trân 


đỏ là ma trăn đặc trưng đối với P12 và Priên nẻn từ đó 


suy ra rằng #” 1. và £- !Ự, đồng đang, Lức là Lồn Lại một. 


mui trần không suy biến 2 sao cho 


E?WẪqeT°E-IGT.- +. ˆ * 


-* 


ođớtacó - `. Và SH. SuẾ VN, 
.E — Fr(, = f*1 (AE— P~!@)7 HH HN VN —8 `. 


3x£Ê — fổìị = P,T”LP~^?!QGE ~— + 
tì đỏ : ' 
%.. #qậ=LIFV';, 1, =ỨG0V' 
trong đó . ‹ 

: : (  = NỊThẺ)F“t tá 179% 

Vậy cúc cặp /. và ft, G¡ tương đương, 

263.) Giỉ sử: các đạng toàn phương đã cho tà # Cv) và 
(+). Vì dạng thứ nhất là xác định dương, nên có thể 
đăng một phép biến đöi tuyển Linh thích hợp dễ đưa nó 

vũ ng tông các Bình phương của các ẩn. Nhí đỏ ta được 
- 1p đạng „ 


, : z ° f % 
vời _n ... -+ vn 5 cẻ GijUị‹P 
lãy giờ ta đùng phép biến đôi trực qiœứo thìịrc với ma trận 
#'), nó đưa dang thứ hai về dạng chính tắc. Đối với các ần 
nwzi. man trận của đạng thứ shfU khi đỏ là 
.HDND.e-=[1)' =E.. 
tức là dạng thứ nhất vẫn it là đạng đan vị, còn đạn thứ; 
hai là đạng chính tắc phải tìm. “.32 


l\ax giờ giả sứ rằng nhờ mọi phép biến đồi này. Tá, 1U? 
được một cặp dạng 


„2 3 -á. 38 
` cu ¬- ... ++, § kÄ r1! ¬- ... + €a v. 


và nhờ phép: biền đổi tuyến tỉnh khúc, tị được cái 


=. +.. ++) , thịt +. » đu ` : ° 3) 


IYhi đó phép biến đồi thích hợp các ằa“ với mnàa trắa 2 sẽ 
biến cặp (1) thành cất: (2) và do đó “các nìa,Lrần của các 
dạng "đó sẽ liên hệ với mưrau bởi -- : - 
-E= TET, !1??=: r41"`. - (3) 
trong đỏ -Ì: là màn Lrận chéo với các phần KP Ésy có, Fà 
còn Ø là ma trận chéo, với các phần tử đị.,..., đ. trên 
đường œ hỏo chính. it Lhức đầu trong (3) cho ? = E, 
do đó / = #1771, lúc là các ma trân 43, 2 đồng dạng 
nhau và đa đó các số: đặc truưrnd €, ....,.c„ của ma trận 
‹l trùng với cúc số đặc trưng (\,.... tạ của ma trận Ö, 
b Chứng mỉnh hoàn toàn tương tự cầu trên, 
264. Chỉ cần chứng minh đu ¿ nếu các cắp đang đó 
tương đương thị clứng tương đẳng. 
Theo giải thiết, tồn tại các mịn Lrận không suy biển 
(!, Ÿ sao cha 
f#;=ÈEFY'+  ũy = GV". | (1) 
“từ đó chuyển vị La được 
¡ —=VF'',  Gị = VGŒL"' 
Vì £ và ; đối xứng hoặc phần xúng nên ta được 
#8 =Ÿ£(_` ° (3) 
và đẳng thức (trưng tự dõi. với đc »o sảnh (3) với (1) ta 
được 


` PEV' =VFU',VT!L£ = PC “1É }- (1) „ 
“Kể hiệu V~! Ư = 7 Đăng thức thứ bai của CÀ) cha Lí 
š "ƒ"j< _= 1°. 
13 = KP?“ 


T*ƑE = P17*®, 


-t08 


Từ dỏ 
(ca +c¡f+.. ÖÄ-cvT*)P—F(c; TT +----cvT*y, ` 
trong đÓ €¿, c¡ „«‹-,€⁄ là các số tùy #. Trong lý thuyết ma 
tràn, đã biết tăng BẮC XỔ Cái Eì sà, €bk có thề chọn sao ,- 
cho đa lhiức : ` 


ọ(T) = Œ E + cịT +~.-Ð 6LTE 5 


là căn bậc hai ‹3ẵna 7, tức là sao cho 2(T} s{ T13= =—- 
l3ặt ? = V.@(T). ta có 
PFP" c V.oe(1).f.. s(T) ŸÝ' = Vẹ 2Œ) z(DFV' = 
VTFV°=UFV' hoặc PFP' = Ft\. 
Lặp lại lý luận đó đối với mà trận (Œ, tn được . 
DbŒP'= . ˆ 
Do đó cặp £, G tương đẳng với cặp P?\, Gy, 

265. Nếu các nhân tử bít biến của cúc ma trần ÀF—G 
và ÀX/; — Ối trừng nhau thì theo một bài đủ chứng ninh 
ở lrên (bài (363), các cặp /, Œ và #,ớy( tương đương 
Nhưng khi đó thì theo bài Lrên cúc cặp đó cũng Lirơng 
đẳng. 

Đãa lại, nếu #, Œ và f2. Ốy Lương đẳng thì "chúng 


tương đương 'và do đó. các nhân tử bất biến của các ma 
Lrận 3/2 — Œ và ÀX#¿ — 6¡ trùng nhau. 


266. Giả sử «ác dạng đã cho tượng đẳng nhau. Thể thì 
các ma trân của chúng @ và 0y liên hệ với nhau bởi hệ 
thức : 
| ở,= Đ€U" 

Từ đó ' . G¡ = GŒU', 
[3o đở cặp ma lrần Ở, G` tương đẫug với cặp 0. G¡ và 


các trớc sơ cấp của ma tràn ÀG — @7' trùng với cúc trức 
Sơ cấp? của ma lrận Xa — fï: 
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Đảo lai, giả sử các rớc sơ cấp của các ma Lrăn XG — G 
và xŒy — 2ÿ trùng nhau. Thế thị đựa trên một bài Lầp ‹ 
trên Ghải 363), cặp 0. @' "tượ nơ đương với cặp ũt, Gr, tức L. 


: xẽ 2. = GV", % rm„— EỨ Y` ụạ 
„ Đặt <.. 
(+ @` ==N, G— Œ* ==TTP, 0 sE Gì m St, 6G — G1 = TT) 
Từ (1) suy ra 
: S,= SP?) =TV, 
lức là cặp 3, P tượng dương với cặp s5, ?. Vì cúc nh 
trần Š, Šy đối xứng, còn các ma Lrần ??, 7, phần xửng nèi 
_ theo bài lrêu các cặp Š, 7 và Šị, 7y tương đẳng, tức lị 


ị =7” UP, 1. maP?£, @® 
Nhưng 
®. + ¡7 
l .s.~-ố, ấy =..i) Ị 
3 2 
.vậy tử (2): tị được Ới == PỚ, tức là các ma trần @ vị 
Œì tương đẳng. 
367. a)f,=—2u) + — 5 —. : 
“. siết 2 v3 
J„=W ) T0; vn Uy ¡ “nh Hai 
ta hôn ca, ị 
1. GÀ: Z. NuNlNai TS. 


4Ø 


€ỳ fi = 2W) + tui — dư ¡ =9) Tư + lì ï 


ì =J) +; +- Ứa + U) : s 


2368. a)/ì=, + 2l; TT È2U; — 7W; 


.ị =U( Cự +0 +9) : 
2 3 + ! 
V, “S==— | _- —Í — { ° 
1 3 l}2 + h ÙUa 3 Uy. 
3 ` 
thönế:: Loan q a T TY 
My = Uy — 2/4 ¡ 1ị = tục 
b) ƒ\ =H) + 2U) — 3U) ¡0 =0) Ty 0y: 


HH /m. cam... sa nh. 


369, a) Rhông được vị các số đặc: trưng lít 1 +. L. 


4ua 


I) hỏng dược vi nnn nghiệm của z~— phương. tríni 


-Ƒ|P— 3ö [= = 9) là 1= —¡ vã (cúc nghiệm này 8 gọi là cá 


_.; se 


số = trưng). - ˆ, 
20. Đánh số các ần một cách thích ^ ta có 


_€i € dị —=1(i—1,23,. n1)..- 
471. a dụ? — UỆ — 50.-‹ 


b) 5, — M; — 20. 
272. a) Hai cắp đỏ tương dtrơng nhau. 
b) Hai cặp đỏ tương đương nhau. 
273. a) tị =—12¡ — 17a: 
__ #2 = Õ¡ -†~ 73- š 
sứ #ị =ỨI k, vn 
274. a) Giả sử te). kế là các: hàng Lọa độ của cúc vec(: 
œ, J thì hàm soøg tuyến tỉnh với mìa trận Á có thể viế 
đưới đạug ma trận 
| 2t, 0) = [+]-I{u]. 
Bây giờ đồi cœ sở ta được cỏng thức lrên cơ sở muối |, 


2(+, 0) = (#]4 (y}' = (x]i ?..L.7'tụ]i = 
.”. Lvlid; Lự:: 
Lrong đỏ [tt ]ị, (/hụ, 4c là các hàng Lọa độ và raa trần củ, 


hàn Œt, ý) Lrên cơ sử tới, và ma Lrấn chuyển cơ sở ! 
7. Từ đó ta được Á¡ = #47", 


b)_ Vì giá trị của mội hành Soiig tuyến tỉnh trong trỏ 
cơ Sở tọa độ nào đó được biểu "thị bởi một dạng soi, 
tuyển tỉnh mã rên Lrăn của nó trùng với Tủa Lrần của hàn 
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rên cơ sở đỏ; và theo cầu trên, khi chuyện sang cớ xở 
wới thị đụng loàu phương được thiìy thể bởi dạng tương 
Lắng của nó. 

©) Đặt 


?I(%, 1) = — [eŒ. 0) + s€U, +), 


pa(x) = s (ạt, Uì— (w. ®)Ì 


thi ?¡Ct, ) lÀ hàm sang tuyến lính đối xửng và (ps(vU, Ø) 
là hàm: phẫo xứng và ta có 
cÉt, /) = s¡(*) -- 2%, 9)- 
d) Giả sử cỏ hàm toàn phương ŒÈ) = q(#, #) thu 
được bằng cách đồng: nhất các biến của hà song tuyến 
tính ø(v, Ø), Thế thi Vứt) có thể xem như thu được bằng 
cách đồng nhất các biến của hàm song Luyến tỉnh đối 
xúng $(.V, ,) xúc định trong củu trên, vỉ 


gi(t8)== Ắ— [WỆP, #) + zŒt, 3)] =vŒ, x) = WŒ®). 
Vày để xét các hàm toàn phương, chỉ cần lấy cúc hàm song 
tuyến tính dối xứng. Mặt lditc nếu @(Y, ý) đối xứng và 
W( ) =»Œ, +) thì t3 + U) = sÉt + v # +-uU) = s(œ, 
#) + 2#, 0) +20. tỘ hoặc 2+2 0) = Ý [+ + 9) — 


— t(+) keo \y(/)|, Lức lá mỗi lim toàao F..ea được: suv 
ra Lừ một, hàm xong tuyến tính duy nhất, 

c) Tương tự cầu trên. Ta chứng minh sự duy "nhất. 
Giả sử w(£) là một hàm toán phương l$emit, Thế thì La có 
(+ i0) = + <E i0, x EU) =$(, 1) + [[zC*, /) /) — 
— sÉt, U)] ++(. 9}. - 
wW(r +0) = ;Ét, £) + 2C, 0) + ¿(.0)+: ;(w, 9). 

- Từ đỏ 22(+. g) = gỆt+r) + JŒ + Ù) — (+) 
(w(+#) + 0). 
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- #75. a) Thư tiêu chuần khóng gian con, 
b) Chọn trong Z. một cơ sở đàa đó. Khí đó các vecL 
đẳng hướng bên trải ai phải thôa mãn hệ thức sau đối vẻ 
mọi  € Ø: cÃỶRPS 
, (Œ,)=[rl] A [u] =t. 
trong-đó 2i là đi trận Gram của cơ số đã chọn, Từ đ 
suy ra: [c]} ‹Í = 0, trong đó Œ là hàng không, túc là cú 
vecL@ đẳng Iưởng -bẻn trải tạo thành hạt nhân của phé 
biến đồi tuyến tính với mìịđa trận 2l, và số chiều của-h: 
nhân của phép biến đồtk tuyến tính bằng số khuyết củ 
ma trâu của phép biến đôi. Tương tự lA thấy rắn 
số chiếu của không gian con dẳng hướng bên phải bắn 
-_ số chiều của hạt nhân của phép biến đổi tuyến tính vé 
mai trận chuyển vị -Í' và do đó trùng với số khuyết củ 
mui trần -|, — _§A sÑ | 
e) và đ) là hệ quả trực tiếp của câu b). 


276. CŒiao của c({ và sé-L là một không gian con đẫn 
tướng bén phải của «ý Vì x£ không suy biến nè 


"1.8... 0, do đỏ tộng ~£ Tân —— là tông Lrực tiếp. 
Bây giờ giủ sử ổ là một veetơ bất kỹ thuộc 2. 
- Kỷ hiểu , £)— Yị (J— Ì1,..., m), trong đồ e,..., đạc, Í 


+ 


một cơ sở nào đó của «£: [lệ phương trình phụ. 

(ứy, Œy) 3ị T- (tị 0v) 41a =ĂÍ «e ƒ Cdg, nã) tạ S (j =1,..., n 
.^e ° .-.. *.ằẻ* - -<- , “ s 1< 
giải được đổi với 4 ‡,..., ®mẹ ví định thức của nó là dịn 
thức của mứt trần Gram của hệ ứŒ,„..., đa, dịnh thức nà 
khác Không da tính chất khóong suv biến của -Ÿ. Vecl 
SE đ_ tị TC «si TC VY m đà thuộc c#£, nưài PA Ếu;, c— ) —= 
(j= l..... mộ, lức lì c— œ € „3. Vì với mọi c đều có. - 


- 
.- 


& jớn c=a + (-—u) (+ C«ý,^— ¡ c«£'L) 
sẽ 


nẻn Z2 là tông trực tiếp của cí ìà .£””. 
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l7. Ắt CỎ : Vì các mà lrận Gram của LấU cả cúc cứ sử 
ta niột không gian đã cho đều tương đẳng và các na 
ủn Œraa của cúc eơ sở lương ứng của cúc không gian 
ng cấu thì như, phạu.. | 
Đủ : Nếu A, Ø là củe ma trấn Gran của các cơ sở của 
œ không gian Z;¿ 2 và :Í tương đẳng với #Ø thì dựa : 
ên các kết quả của bài 274 suy ra rằng trong # tìm 
tọc một eơ sở với rna trận là Ø, | 
3798. 4) Ma trần 'Gram -Í của tmỘI cơ sở tủy Ý của không 
gian giả ƠeliL là một ma trận đối xứng thực. Theo mới 
bài tập ở chương oày,:ma trận 2Í tương đẳng với mới 
ma trận chéo với cúc số -E 1 và — 1 trên đường chéo chỉnh. 
Nói khác đi trong mỗi không gian Ơclit + chiều, tồn tại 
TIỘI cơ SỞ 8A0. cho trêa đó tích vỏ hướng các vectơ với 
lọa độ 21,..., 24 VÀ Ư/, s«+ Ứa được biều thị bởi dạng. 


(', IJ) — = ‹Eụ 1q -E ..« ¬‡- ;1/ _— TU se Us„r — ... — Ủạ tn» 


Từ đỏ suy. ra điều phải chứng mình. Hơn nữa với bất 


kỳ ¡t. > Ú và bất kỳ s 4U &s< "Y Lồa tại một không giam 
giả Ơclit ? chiều và có ký số là s— (1 — $). 


b) Ma trận Gram của một cơ sở nào đó của một không 
gian đơn hình là một ma trần phần xứng, vi thế theo lý 
thuyết ma trân nó Lương đẳng với một mìa trận lẻ Ô chéo 


* * ˆ * ï Ñ. * + * ` l : 
với các Ô có dạng : đÌ trên đường chéo chính. Tù dó 


suy ra điều phẩi chứng mình, 


©) Vi mọi dạng song tuyê ến tính pc đối xứng Không 
suy biển đều đưa được về dạng với mìa trận đơn vị nên 
Lừ đó suy ra điều phải chứng mình, 


đ) Tương tự lý luận ở các câu trên đối với ma trần 
phức phần xứng không suy biến. 
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2+9, a) Diều kiện Đn v = ni đ) tương đương vời lì 
thống hệ thúc... % Ai. s6 _..... 
¬x.. .. . . nh 
trong đó +4, .«., ứ¿ là một cơ sở nào đó của 2, 
“=Đặt a— ứrị di; +... 7+} xa 0, và xem (1) như Imột hệ 
phương trình đối với Ty set ta ta thấy đó là một hệ 1. 
phương trù 2 tuyến tính của zần mà định thức của nó 
khác không vì nó là định thức của ma trần của đạng cơ 
bản trong cơ sở đã chọn, Do đó các phương trình (1) có 
nghiệm duy nh, 


b} KHÔI biến đòi liên hợp bèn phải =* được xác định 
bởi 


- 


ki cœ#, (1) — đc KẾ 2 MC _3 


đối với mỗi œ€ 2 £. Phép biến đồi - được xác định duy 
nhất, Thật vày, nến đối với một phép biến đồi tuyến tình 
% bÑ( Rỷ và với mọi z,œ@€ 2 ta có (re, d)—=(+x, 02) 
thì Đằng cách s^ sánh đíng thúc này với (2) ta được 
Œœ, cz#® — +2) = D, đa đó œe#” — 2 là veclơ đẳng hướng 
của khòng gian . Vị Rhỏng gian Z2 không chứa các veectơ 
đẳng hướng khác không, nèn dxý* — a2—=0 và «/*—=2. 

,/eẶ) Thử trực tiếp bằng cách dịng định nghĩa. 

đ) Chọn trong £ một cơ sở nào đó và ký hiệu ma trần 
của các phép biến đối -#, ~#* L'n hrọt là r\, J. Giả sử Ø 
lì không gian thường. Ta có, 1%... H “. 


(te, œ)— (xz#] [0ø] œstx] d6 tUCc >. 
(+r. đe#*)— [+] G |ee#®]' = [‹c£] Œ 8° [œ']. 


trong đỏ G là ma trận Gram của không gian (dụa trên 
cóng thức +t, ) = [+¿) -Í fy}` đã biết). Da đó. 


.\G=e GP" hoặc Ð? =@—t! A\G, 


1q 


Yếu là không gian (mềlric song tuyển Lính) Eemit 
hìị tí có các hệ thức "ˆ 
4Œ = (77' hoặc 2” = G*! 1, 
280. a) Vì với mọi +,U€ + ta có 


2£". y}= + Êu. +e#*)= + (uz#. z) = (. 0zŸ)= 
= (2%. U). 
o đó -£*—*<4. 
b) Giả sử trái lại, (v«é, ( ) = (+2, J) với mọi +. j SZ, 
thi đỏ (ve# — +2, /) —U với mọi ý, tức là tz# — 1⁄2 là 
là một veetơ đẳng hướng. Vi  khỏng suy biến nên nó 
không chứa các vectơ đẳng hướng khác không: do đó 
t vệ = #2 với mọi w € #, do đỏ „#4 = 2. Ỷ 
©) Với mỗi giả trị đã cho của thì ƒ(z, u) là một hàm 
tuyến tính của +. Theo câu a) bài trên, điều đó chứng tổ 
rằng đối với mỗi , tìm được một vectơ z xác định đuy 
nhất sao cho hệ thức /(z, U) = (+, z) xầy ra với mọi giả 
trị của +, l€v hiệu 22 là phép, biến đổi biến ÿ thành =, 


thế thị, : 
[Œ*, ) = (+, U3}- (s) 
Trong trường hợp không gian mếtric song tuyến tính 
l*cmil.ta có . ` 
[(%, cựi + dự;) = c[Œ, 0ị) + đƒƑ(#. Uz) —= 
= cứt, y2) + đc. z2) = 
= (w, (2) + 42⁄2). 
Mặt khác, từ b +) ta có- 
f(, cử dỤ;) = == (&, (cớ + dựụ;) 2) 
tức là ⁄ là phép biến đồi tuyến tính. Điều đó cũng đúng 
đối với các không gian mêtric song tuyến tính thường. lšý 
hiệu „#£ là phép biến đồi liên hợp bên trải của 2, ta có 
thẻ viết (+) đướởi dạng /(v, J)— (cz#£, 0) là điều phải chứng 


"ìính, 


~ 


- 415. 


281. Phép biến döi ~# là đối xứng nều với mại œ./ € £ 


tạ có ` 
Œx<$, g) =Œ ga). 
hoặc Lưỡng dương với diều đó là 
: œƒÉ = „Ÿ#” — "<4. 


_ Phép Biến đồi „ẽ là phần xứng nếu với noi 4+, Ụ<£ 
la có s. 


Ctz, J) = — (te) š 
hoặc 
~“ — — <}* — -...ˆ 
, 8) Giá sử 4á có mèẻtric đối xứng, và «# là một phép biểu 
đòi dối xứng của 2. Hàm seng tuyến tỉnh ứng với phép 
biển đòi «£ có dạng (theo bài trên). 
| Œc. 0) = (+4, U})... 
Nếu Z là hóng gian thường thi 
[(œ, J) = (xe#, U) = (U, xe£) = (0+, #) = lo +ỳ. 
Nếu là khòng giau [Ecmit thị 


[Œ%, U) = (vz#. J) = (U, xz2) = (J«-f. +) =fwn) +% 
Vày trong cả hai trường hợp, /(+, ) là hàm đối xứng 
. Lÿ luận đó cũng chứng tỏ rằng Lừ tính đối xứng của hàn 
- ƒ(Œ, ự) suy ra tính đối xứng của phép biến đổi «4. Tương 
tự, tính phún xứng của phép biến đồi ~#? tương đương vớ 
tính phần xứng của hàat /Œc, g) tương ứng. 

b) Gii sử có mìềtric phán xứng. Nếu «£ là phép biết 


đỏi đối xứng của khỏng gian tmẻtrie song Luyễn tính thiường 
thi 


/Œ+, U= +, g)mm— 0 K.e) m=e==0WAF.2n 
=— (3). __ : 


Các mệnh đồ còn lại clửng mịnh tương bự cm ( 
cầu lrên. 
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